
Budapesti M¶szaki és Gazdaságtudományi Egyetem
Villamosmérnöki és Informatikai Kar

H®mérséklet-változtatással irányított

reakciókinetikai egyenletek er®s

elérhet®ségének vizsgálata

Készítette:
Virágh Eszter

Konzulensek:

Kiss Bálint

Drexler Dániel András

Tóth János

Budapest, 2017



Tartalomjegyzék

1. Bevezetés 4

2. A modell 6

3. Irányíthatóság, er®s elérhet®ség 9

4. Er®s elérhet®ség vizsgálata h®mérséklet-változtatással 13

5. Általános alakú kémiai reakciók 25

6. Az oxim képzési reakció vizsgálata 29
6.1. Er®s elérhet®ség vizsgálata savas közeg esetén . . . . . . . . . 29
6.2. Er®s elérhet®ség vizsgálata gyengén lúgos közeg esetén . . . . 32

7. Egyensúlyi reakciólépést tartalmazó rendszerek 36

8. Összefoglalás 38

2



Ábrák jegyzéke

3.1. Az R(x∗, T ) elérhet®ségi halmaz . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
3.2. Az R(x∗,≤ T ) elérhet®ségi halmaz . . . . . . . . . . . . . . . 10
3.3. Az R(x∗) elérhet®ségi halmaz . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

4.1. Kétlépéses soros reakció . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
4.2. Elágazó reakciólépés hozzákapcsolása kétlépéses soros reakcióhoz 19
4.3. Csatoló reakciólépés kapcsolása kétlépéses soros reakcióhoz . . 22

6.1. Az oxim reakció savas közeg esetén . . . . . . . . . . . . . . . 30
6.2. Az oxim reakció gyengén lúgos közeg esetén . . . . . . . . . . 33

3



1. fejezet

Bevezetés

A kémiai reakciók irányíthatósága a vegyipar számos területén nagy jelen-
t®séggel bír. A reakciók mechanizmusa, végs® kimenetele nagy mértékben
függ a reakcióban résztvev® anyagok koncentrációjától, az alkalmazott kata-
lizátortól, illetve a küls® környezet h®mérsékletét®l, nyomásától. Ezeknek a
paramétereknek a megváltoztatásával egyes anyagok esetében az eredetit®l
eltér® vegyületek keletkezhetnek, illetve reverzibilis reakciók esetén a reak-
ció a kívánt irányba eltolható. Fontos az irányításként alkalmazott bemenet
megfelel® megválasztása, mert ennek ismeretében dönthet® el, milyen felté-
teleket kell biztosítani az irányíthatósághoz.

A dolgozatban kémiai reakciók h®mérséklet-változtatással való irányít-
hatóságát, speciálisan er®s elérhet®ségét vizsgálom. Mivel a h®mérséklet
könnyen változtatható paraméter, a kapott eredmények kiindulásként hasz-
nálhatók irányítás tervezéséhez kémiai rendszerek esetében.

Reakciók h®mérsékletfüggésének vizsgálatával H. E. Kissinger foglalko-
zott [1]. Itt a di�erenciális termikus analízisr®l (DTA) ír, amit a h®mérséklet-
növekedés hatására bekövetkez® szerkezetváltozásához kapcsolódó h®jelensé-
geinek meghatározására használnak széles körben, azonban reakciók irányít-
hatóságát nem vizsgálja. Farkas Gyula a [2] cikkében munkapontbeli lineari-
zált rendszerek irányíthatóságával foglalkozott reakciósebességi együttható
bemenetek esetén. Drexler Dániel és Tóth János nemlineáris rendszerek irá-
nyíthatóságát vizsgálták a reakciósebességi együttható bemenetek mellett [3].
D. Dochain és L. Chen a higítási arány irányítási bemenetként való alkal-
mazhatóságával foglalkoztak [4]. A szerz®k a [5] cikkben az aceton hidroxil-
aminnal történ® oxidációját vizsgálták Raman-spektroszkópiával (oxim kép-
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zési reakció). A folyamat er®sen exoterm, balesetveszélyes, így fontos, hogy
a reakciót irányítani tudjuk.

Dolgozatom felépítése a következ®. A 2. fejezetben ismertetem a rendszer
leírásához alkalmazott modellt ismertetem. A 3. fejezetben áttekintem az
er®s elérhet®ség vizsgálatához szükséges fogalmakat, tételeket. A 4. fejezet-
ben de�niálom a h®mérséklet-változtatás bemenet melletti er®s elérhet®ség
vizsgálatához szükséges további fogalmakat. Egy példán keresztül bemuta-
tom, hogy speciális alakú reakciók esetében hogyan adhatók meg az er®s
elérhet®ség feltételei, illetve a kiindulási reakcióhoz kapcsolt elágazó és csa-
toló reakciólépés hogyan befolyásolja a folyamat er®s elérhet®ségét. Az 5.
fejezetben általános alakú reakciók er®s elérhet®ségének elégséges feltételét
vizsgálom. A 6. fejezetben az oxim képzési reakció er®s elérhet®ségével fog-
lalkozom. A 6.1. alfejezetben savas közeg esetén, a 6.2. alfejezetben pedig
gyengén lúgos közeg alkalmazása mellett vizsgálom a rendszer er®s elérhet®sé-
gét. A 7. fejezetben megvizsgálom, hogyan pontosíthatók az er®s elérhet®ség
feltételei, ha a rendszer egyensúlyi reakciólépést is tartalmaz. A 8. fejezet az
eredmények összefoglalását tartalmazza.

5



2. fejezet

A modell

Tekintsünk egy R reakciólépésb®l álló, M anyagfajtát tartalmazó kémiai
rendszert. A vizsgált rendszer a következ® egyenlettel írható le:

M∑
m=1

α(m, r)X(m)
kr−→

M∑
m=1

β(m, r)X(m), r = 1, 2, . . . , R. (2.1)

A kifejezésben X(m) az m-edik anyagfajtát jelöli. Az α(m, r) együttha-
tó megadja, hogy az r-edik reakciólépés során hány egységnyi alakul át
az X(m) anyagfajtából, β(m, r) pedig azt adja meg, hogy hány egység-
nyi keletkezik bel®le. Az α(m, r) együtthatókból képezhet® α(·, r) vektort
reaktánskomplex-vektornak nevezzük, a β(m, r) együtthatókból képezhet®
β(·, r) vektor pedig a termékkomplex-vektor. A kr reakciósebességi együtt-
ható a pillanatnyi reakciósebességnek és a kiindulási anyag pillanatnyi kon-
centrációjának arányát adja meg az r-edik reakciólépésben.
Az (2.1) egyenlettel de�niált rendszer �h®mérlegét� az alábbi di�erenciálegyenlet-
rendszer segítségével adhatjuk meg:

ẋm =
R∑
r=1

γ(m, r)kr,0e
−Er
ReT xα(·,r), m = 1, 2, . . . ,M (2.2)

Ṫ =
R∑
r=1

1

βr
kr,0e

−Er
ReT xα(·,r) + u, (2.3)

ahol xα(·,r) =
M∏
p=1

xα(p,r)p .
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Itt ẋm az m-edik anyagfajta koncentrációjának id® szerinti deriváltját, Ṫ pe-
dig a h®mérséklet id® szerinti deriváltját jelöli. Az egyenletek jobb oldalán az
összegzést R-ig kell végrehajtani (itt R a reakciólépések számát jelöli). Ez ki-
fejezi, hogy a reakciólépések hatása összeadódik, köztük kereszthatás nincs.
A γ(·, r) vektor a reakcióvektort jelöli, hogy γ(m, r) = β(m, r) − α(m, r),
ahol m = 1, 2, . . . ,M . A γ(·, r) reakcióvektorokból képezhet® mátrixot sztö-
chiometriai mátrixnak nevezzük és γ-val jelöljök. A γ mátrix oszlopvektorai
által kifeszített altér a sztöchiometriai altér. Az r-edik reakcióhoz tartozó
preexponenciális tényez® kr,0, amib®l a kr(t) reakciósebességi együttható a

kr(t) = kr,0e
−Er

ReT (t) összefüggés alapján kapható meg. A képletben Er az r-

edik lépéshez tartozó aktiválási energia. Az e
−Er

ReT (t) exponenciális függvény
nevez®jében szerepl® Re paraméter az egyetemes gázállandót jelöli. Ennek
értéke az 2.1. táblázatban található. Az u bemenet a reakció irányítását
megadó skalármennyiség [6], [7]. Az egyenletrendszerben szerepl® paramé-
terek jelentését az 2.1. táblázatban foglaltam össze [8] alapján, feltüntetve
azokat az intervallumhatárokat, amik között a paraméterek értékei általában
mozognak.

A kémiai rendszerek jellemz® tulajdonsága a pozitivitás [7]. Azok az
anyagfajták, melyeknek a kiindulási koncentrációja pozitív, a teljes reakció-
folyamat során jelen vannak a rendszerben, mennyiségük semelyik lépésben
nem csökkenhet le nullára. Így ha valamely anyagfajta már kiinduláskor jelen
van a rendszerben, biztos, hogy a teljes folyamat során jelen lesz.

Az egyes kémiai reakciólépéseket a rend¶ségükkel jellemezhetjük [9], [10].
A rend¶séget a reakciósebesség és a koncentráció kapcsolata adja meg. Els®-
rend¶ reakciók esetén a reakció sebessége egyenesen arányos a koncentráció-
val, másodrend¶ reakciók esetében pedig a reakciósebesség a reaktáns kon-
centrációjának négyzetével, vagy két reaktáns koncentrációjának szorzatával
arányos. Els®rend¶ reakciók általában a fotokémiai, illetve a disszipációs, izo-
merizációs reakciók (pl. H2O −−→ H+ + OH−, N2O2 −−→ 2NO, vagy a cisz-
transz izoméria). Másodrend¶ reakciókra példa a nitrogén-dioxid nitrogén-
monoxiddá alakulása (2NO2 −−→ 2NO + O2), vagy a nitrogén-monoxid és az
ózon reakciója (NO + O3 −−→ NO2 + O2). Ide sorolható sok égési reakció is.
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Elnevezés Jel Mértékegység Tipikus intervallum

koncentráció xm
mol
dm3 10−6 − 2

h®mérséklet T ◦K 200− 2000

aktiválási energia E J
mol

100− 500

egyetemes gázállandó Re
J

K mol
8, 314

reakcióentalpia és

h®kapacitás hányadosa
β mol

K dm3 1− 20

preexponenciális faktor

(els®rend¶ reakció esetén)
k0

1
s

10−6 − 10−3

reakciósebességi együttható

(els®rend¶ reakció esetén)
k(T ) 1

s
10−6 − 10−3

preexponenciális faktor

(másodrend¶ reakció esetén)
k0

dm3

mol s
10−6 − 1011

reakciósebességi együttható

(másodrend¶ reakció esetén)
k(T ) dm3

mol s
10−6 − 1011

2.1. táblázat. Paraméterek
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3. fejezet

Irányíthatóság, er®s elérhet®ség

A kémiai reakciók irányítása fontos kérdés a vegyiparban. Célja, hogy a kelet-
kez® termékelegy minél nagyobb mennyiségben tartalmazza az el®állítandó
vegyületet, a melléktermékek mennyiségét pedig minimalizálni tudjuk. A
megfelel® el®állítási módszer kiválasztásához ismernünk kell, mely reakciók,
milyen feltételek mellett irányíthatók.

Az irányíthatóság vizsgálatához a kés®bbiekben felhasznált fogalmak, de-
�níciók a következ®k [12], [13]:

Tekintsük a következ® sima, ún. bemeneta�n rendszert:

ẋ(t) = f(x(t)) +
J∑
j=1

gj(x(t))uj(t), x(0) = x∗ ∈ RN , (3.1)

ahol g1, g2, . . . , gJ , f ∈ C∞(RN ,RN) és u ∈ L∞(R,RJ) a bemenet.

1. De�níció. Tekintsük a (3.1) rendszert. Legyenek az elérhet®ségi halma-

zok

1. R(x∗, T ) = {x(T )| x a rendszer trajektóriája az összes megengedett u

irányítás mellett T id® elteltével, ha x(0) = x∗ és t <∞},
2. R(x∗,≤ T ) =

⋃
t∈[0,T ]

R(x∗, t) és

3. R(x∗) =
⋃
t≥0
R(x∗, t).
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3.1. ábra. Az R(x∗, T ) elérhet®ségi halmaz

3.2. ábra. Az R(x∗,≤ T ) elérhet®ségi halmaz

3.3. ábra. Az R(x∗) elérhet®ségi halmaz

Ekkor a rendszer

1. elérhet® az x∗ pontból, ha R(x∗) halmaznak van bels® pontja.

2. er®sen elérhet® az x∗ pontból, ha az R(x∗, T ) halmaznak ∀T > 0

esetén van bels® pontja.

3. lokálisan irányítható az x∗ pontból, ha az x∗ pont az R(x∗) halmaz

bels® pontja.

4. kis id®ben lokálisan irányítható az x∗ pontból, ha ∃T > 0, hogy ∀t ∈
[0, T ] esetén x∗ az R(x∗,≤ t) halmaz bels® pontja.

5. globálisan irányítható az x∗ pontból, ha R(x∗) = RN .



A dolgozatban kémiai reakciók er®s elérhet®ségét vizsgálom.

2. De�níció. Legyen f ∈ C∞(RN ,RN) és g ∈ C∞(RN ,RN). Ekkor az f és g

vektormez®k által meghatározott Lie-zárójel a következ® összefüggés alapján

számolható:

[f, g] := (Dg)f − (Df)g, (3.2)

ahol D a di�erenciál operátor.

3. De�níció. Legyen V vektortér valamely F test felett. A V vektorteret Lie-

algebrának nevezzük, ha értelmezve van rajta a [., .] : V × V → V kétváltozós

m¶velet, melyre teljesülnek a következ® tulajdonságok:

1. Bilinearitás: ∀c1, c2 ∈ F és ∀ x,y,z ∈ V esetén

[c1x+ c2y, z] = c1[x, z] + c2[y, z]; (3.3)

[z, c1x+ c2y] = c1[z, x] + c2[z, y]; (3.4)

2. ∀x ∈ V esetén [x, x] = 0;

3. Jacobi-azonosság: ∀x, y, z ∈ V

[x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0. (3.5)

4. De�níció. Az f , g ∈ C∞(RN ,RN) vektormez®k által generált Lie-algebrának

nevezzük és Λ = Lie(f, g)-vel jelöljük a C∞(RN ,RN) lineáris tér legkisebb

olyan alterét, amely eleget tesz a következ® feltételeknek:

1. f , g ∈ Λ,

2. Ha a,b ∈ Λ, akkor [a, b] ∈ Λ, azaz Λ zárt a Lie-zárójel m¶veletre.

5. De�níció. Azt az operátort, amely minden x ∈ RN ponthoz egy RN -beli

lineáris alteret rendel, disztribúciónak nevezzük és ∆-val jelöljük.

6. De�níció. Az f vektormez® eleme a ∆ disztribúciónak (f ∈ ∆), ha ∀x ∈
RN pontra f(x) ∈ ∆(x) teljesül.
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7. De�níció. Tekintsük a (3.1) rendszert. A ∆c disztribúciót irányíthatósági

disztribúciónak nevezzük, ha teljesülnek a következ® feltételek:

1. span{g1(x), g2(x), . . . , gJ(x)} ⊆ ∆c(x),

2. ∆c invariáns az f vektormez®re: ∀η ∈ ∆c esetén [η, f ] ∈ ∆c,

3. ∆c involutív: ∀η1, η2 ∈ ∆c esetén [η1, η2] ∈ ∆c.

8. De�níció. Egy adott pontban az irányíthatósági disztribúció képterét irá-

nyíthatósági altérnek nevezzük.

1. Tétel. [11] Ha az irányíthatósági disztribúció a reakciólépésekhez tartozó

vektormez®kb®l és az általuk generál Lie-algebrából áll, akkor a dimenziója egy

adott pontban nem lehet nagyobb a sztöchiometriai altér dimenziójánál.

1. Megjegyzés. A gj, [f, gj], j = 1, 2, . . . , J vektormez®k által generált Lie-

algebra kifeszíti az irányíthatósági disztribúció egy valós alterét.

2. Tétel. [3]Legyen a ∆c irányíthatósági disztribúció. A rendszer er®sen

elérhet® valamely x∗ ∈ RN pontban akkor és csak akkor, ha dim ∆c(x
∗) = N .

Kémiai reakciók esetén a tétel módosításra szorul, mivel a reakciókat leíró
di�erenciálegyenlet-rendszerben lehetnek összefügg® egyenletek. A rendszer
pontosan akkor er®sen elérhet® valamely x∗ ∈ RN pontban, ha ott az irányít-
hatósági disztribúció dimenziója megegyezik a sztöchiometriai altér dimen-
ziójának és az irányított mennyiség dimenziójának összegével. Az irányított
mennyiség a vizsgált rendszer bemenete. Ez a dolgozatban a h®mérséklet
változtatása, melynek dimenziója 1. Mivel a sztöchiometriai altér a γ mát-
rix oszlopvektorai által kifeszített altér, a dimenziója megegyezik a γ mátrix
rangjával. Így h®mérséklet-változtatás bemenet esetén a rendszer pontosan
akkor er®sen elérhet® az x∗ ∈ RN pontban, ha dim ∆c(x

∗) = rang(γ) + 1.
Az 2. tétel segítségével megadható az egyes típusú kémiai reakciókra

jellemz® irányíthatósági altér, ez alapján pedig eldönthet®, milyen feltételek
esetén er®sen elérhet® a reakció.
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4. fejezet

Er®s elérhet®ség vizsgálata

h®mérséklet-változtatás

segítségével

Kémiai rendszerek esetében a kívánt végtermék el®állításához, illetve a kelet-
kez® melléktermékek mennyiségének minimalizálásához fontos, hogy a leját-
szódó folyamatokat irányítani tudjuk, azonban a kémiai reakciók nem mind-
egyike irányítható.

Tekintsük a
M∑
m=1

α(m, r)X(m)
kr−→

M∑
m=1

β(m, r)X(m), r = 1, 2, . . . , R (4.1)

általános alakú rendszert, ahol α(·, r) a reaktánskomplex-vektor, β(·, r) a
termékkomplex-vektor, X(m) az m-edik anyagfajta koncentrációja, kr pedig
az r-edik reakciólépéshez tartozó sebességi együttható. A (4.1) egyenlet bal
(kiindulási) oldalán szerepl® anyagfajtákat reaktáns anyagfajtáknak, a kifeje-
zésben szerepl® lineáris kombinációjukat reaktánskomplexnek nevezzük. Az
egyenlet jobb oldalán szerepl® anyagfajták a termékek, a kifejezésben szerepl®
lineáris kombinációjuk pedig a termékkomplex.

A γ(·, r) = β(·, r)−α(·, r) reakcióvektorokból képezhet® γ sztöchiometriai
mátrix ismeretében a folyamatot leíró di�erenciálegyenlet-rendszer ẋ = f ◦
x + gu alakban írható. Ahhoz, hogy el tudjuk dönteni, hogy a folyamat
irányítható-e, a g és [g, f ] vektormez®k által generált Lie-algebrát kifeszít®,
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lineárisan független vektormez®k számát kell meghatározni. A generált Lie-
algebrát kifeszít® vektormez®k elemeinek könnyebb kezeléséhez de�niáljuk az
adgf operátort és hatványait [14]:

9. De�níció. Legyen f ∈ C∞(RN ,RN), g ∈ C∞(RN ,RN). De�niáljuk az

adgf : C∞(RN ,RN)×C∞(RN ,RN)→ C∞(RN ,RN) operátort a következ®kép-

pen:

ad0
gf = g, (4.2)

adgf = [g, f ] = (Df)g − (Dg)f, (4.3)

adngf = (Dadn−1g f)g − (Dg)adn−1g f, (4.4)

ahol D a di�erenciál operátort jelöli.
Ahhoz, hogy el tudjuk dönteni, er®sen elérhet®-e e rendszer, a g és adgf

vektormez®k által generált Lie-algebrát kifeszít®, lineárisan független vektor-
mez®k számát kell meghatározni.

Mivel az f vektormez® kifejezése tartalmazza a kr reakciósebességi együtt-
hatót, a g és [g, f ] vektormez®k által generált Lie-algebrát kifeszít® Lie-
zárójelek lineáris függetlenségének vizsgálatához meg kell határozni a kr reak-
ciósebességi együttható megfelel® deriváltjait. Jelölje k(1)r := ∂1

∂T 1kra reakció-
sebességi együttható (h®mérséklet szerinti) deriváltját. A kr reakciósebességi
együttható h®mérséklet szerinti els® deriváltja:

k(1)r (T ) =
Er
ReT 2

kr,0e
−Er
ReT , (4.5)

ahol r ∈ {1, 2, . . . ,M}.
A vektormez®k lineáris függetlensége vizsgálható úgy, hogy a megfele-

l® Lie-zárójelekb®l egy mátrixot képzünk, szorzattá alakítjuk, és a tényez®
mátrixok rangját vizsgáljuk. Ehhez de�niáljuk a reakciódinamikai mátrix
fogalmát:

10. De�níció. [15] A reakciósebességi együtthatók deriváltjaiból képezhet®

DR =


k
(1)
1 k

(2)
1 . . . k

(R)
1

k
(1)
2 k

(2)
2 . . . k

(R)
2

...
...

. . .
...

k
(1)
R k

(2)
R . . . k

(R)
R


R×R

(4.6)
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mátrixot reakciódinamikai mátrixnak nevezzük, ahol k(i)r := ∂i

∂T ikr, i, r ∈
{1, 2, . . . , R}, R ∈ N+.

1. Lemma. Tekintsük a kr = kr,0e
Er
ReT , r ∈ {1, 2} reakciósebességi együtt-

hatók megfelel® deriváltjaiból képzett

D2 =

 k
(1)
1 k

(2)
1

k
(1)
2 k

(2)
2

 (4.7)

reakciódinamikai mátrixot. A mátrix pontosan akkor teljes rangú, ha az E1

és E2 aktivációs energiák különböznek.

Bizonyítás. A D2 reakciódinamikai mátrix pontosan akkor teljes rangú, ha
@c ∈ R \ {0} szám, melyre k(2)1 = ck

(1)
1 és k(2)2 = ck

(1)
2 teljesül, azaz ha

k
(2)
1

k
(1)
1

=
k
(2)
1

k
(1)
1

(= c) (4.8)

nem áll fenn. A k1, k2 reakciósebességi együtthatók kr = kr,0e
Er
ReT alak-

ban írhatók, ahol kr,0, Er és Re nem nulla konstansok, r ∈ {1, 2}. A

k
(1)
r derivált k(1)r =

(
Er

ReT 2

)
kr,0e

−Er
ReT alakú. A második deriváltak a k(2)r =

kr,0

(
E2

r

R2
e T 4 − 2Er

Re T 3

)
e

−Er
ReT összefüggés alapján számíthatók ki. A deriváltak

aránya:

k
(2)
r

k
(1)
r

=
kr,0

(
E2

r

R2
e T 4 − 2Er

Re T 3

)
e

−Er
ReT(

Er

ReT 2

)
kr,0e

−Er
ReT

=
Er − 2ReT

ReT 2
(4.9)

A (4.9) kifejezésb®l látszik, hogy (4.8) pontosan akkor áll fenn, ha E1 = E2.
�

2. Lemma. [15] Tekintsünk egy R lépéses kémiai reakciót. Tegyük fel, hogy

az egyes reakciólépésekhez tartozó E1, E2, . . . , ER aktivációs energiák mind-

egyike szigorúan pozitív és különböznek egymástól. Ekkor a DR reakciódina-

mikai mátrix teljes rangú minden T ∈ R+ esetén.
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Konkrét reakciók esetében (ahol az anyagfajták száma rögzített) a DR

reakciódinamikai mátrix determinánsa például Matlab vagy Mathematica
program segítségével könnyen meghatározható. A determináns ismeretében
eldönthet®, hogy a DR mátrix teljes rangú-e, így meg tudjuk mondani, er®sen
elérhet®-e a h®mérséklet változtatásával az adott kémiai rendszer.

1. Példa. Tekintsük az A1
k1−−→ A2

k2−−→ A3 kétlépéses soros reakciót. Jelölje

a1 a2, a3 a megfelel® vegyületek koncentrációit.

4.1. ábra. Kétlépéses soros reakció

Els® lépésben határozzuk meg, melyek az er®s elérhet®ség feltételei kétlépé-

ses soros reakció esetében. A reakciófolyamatot leíró reaktáns- és termékkomplex-

vektorokból képzett mátrixok

α =


1 0

0 1

0 0

 , β =


0 0

1 0

0 1

 . (4.10)

alakúak. A folyamathoz tartozó γ sztöchiometriai mátrix az α és β mátrixok

különbségeként számolható:

γ = β − α =


−1 0

1 −1

0 1

 . (4.11)

Ekkor a rendszert a következ® ẋ = f ◦ x + gu alakú di�erenciálegyenlet-



rendszer írja le: 
ȧ1

ȧ2

ȧ3

Ṫ

 =


−k1a1

k1a1 − k2a2
k2a2

k1
β
a1 + k2

β
a2

+


0

0

0

1

u, (4.12)

ahol u a bemenetet jelöli. Az f és g vektormez®k

f =


−a1k1

a1k1 − a2k2
a2k2

k1
β
a1 + k2

β
a2

 , g =


0

0

0

1

 . (4.13)

alakúak. A rendszer er®s elérhet®ségének vizsgálatához a g és adgf vektor-

mez®k által generált Lie-algebrát kifeszít® lineárisan független vektormez®k

számát kell megvizsgálni. A rendszer a 2. tétel szerint pontosan akkor er®sen

elérhet®, ha az irányíthatósági disztribúció dimenziója megegyezik a lineári-

san független egyenletek számának és a közvetlenül irányított mennyiség, a

h®mérséklet dimenziójának összegével.

Mivel a γ sztöchiometriai mátrix rangja 2, a pillanatnyi koncentrációt le-

író di�erenciálegyenletek 2 dimenziós alteret feszítenek ki. A h®mérsékletre

vonatkozó egyenletet is �gyelembe véve a teljes rendszer 3 dimenziós alteret

határoz meg, így dim ∆c ≤ 3. A 2. tétel szerint a rendszer pontosan akkor

er®sen elérhet®, ha dim ∆c = 3.

Az er®s elérhet®ség eldöntéséhez a g, adgf és ad2
gf vektormez®k lineáris

függetlenségét kell megvizsgálni. Az adgf és ad2
gf vektormez®k

adgf = f ′g − g′f = f ′g =


−a1k(1)1

a1k
(1)
1 − a2k

(1)
2

a2k
(1)
2

k
(1)
1

β
a1 +

k
(1)
2

β
a2

 , (4.14)
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ad2
gf = (adgf)′g − g′(adgf) = (adgf)′g =


−a1k(2)1

a1k
(2)
1 − a2k

(2)
2

a2k
(2)
2

k
(2)
1

β
a1 +

k
(2)
2

β
a2

 . (4.15)

módon számolhatók. Hagyjuk el az adgf és ad2
gf Lie-zárójelek utolsó ko-

ordinátáit, jelölje adgfl és ad2
gf a kapott vektormez®ket. Képezzük a Θ =

(adgfl ad2
gfl) mátrixot:

Θ =


−a1k(1)1 −a1k(2)1

a1k
(1)
1 − a2k

(1)
2 a1k

(2)
1 − a2k

(2)
2

a2k
(1)
2 a2k

(2)
2

 . (4.16)

Az adgfl és ad2
gfl vektormez®k pontosan akkor lineárisan függetlenek, ha a

Θ mátrix teljes rangú. A g vektormez® lineárisan független az adg és ad2
g

vektormez®kt®l, így dim(∆c) = 3 pontosan akkor teljesül, ha rang(Θ) = 2.

Bontsuk fel a Θ mátrixot két mátrix szorzatára:

Θ =


−a1 0

a1 −a2
0 a2


 k

(1)
1 k

(2)
1

k
(1)
2 k

(2)
2

 . (4.17)

Az els® szorzótényez®-mátrixot jelölje A, a második szorzótényez® mátrix pe-

dig a D2 reakciódinaikai mátrix:

A =


−a1 0

a1 −a2
0 a2

 , D2 =

 k
(1)
1 k

(2)
1

k
(1)
2 k

(2)
2

 . (4.18)

A determinánsok szorzástétele miatt a rang(Θ) = 2 feltétel csak abban az

esetben állhat fenn, ha az A és D2 mátrixok mindegyike teljes rangú. Az A

mátrix pontosan akkor teljes rangú, ha a1 6= 0 és a2 6= 0. Ekkor rang(A) = 2.
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3. Tétel. [16] Ha B m×n méret¶ mátrix és rang(B) = m, akkor rang(AB) =

rang(A), ahol m, n ∈ Z+.

A 3. tétel szerint a rang(Θ) = 2, ha rang(D2) = 2. Az 1. lemma miatt

a D2 reakciódinamikai mátrix pontosan akkor teljes rangú, ha az E1 és E2

aktiválási energiák különböznek.

Tehát a kétlépéses soros reakciók pontosan akkor er®sen elérhet®k a h®-

mérséklet változtatásával, ha az a1 és a2 koncentrációk pozitívak és az E1 és

E2 aktiválási energiák különböznek.

Második lépésben vizsgáljuk meg, hogyan változik a rendszer er®s elérhe-

t®sége, ha további reakciólépéseket kapcsolunk a folyamathoz. (Az új reakció-

lépésnek megfelel® változásokat a vizsgálat során piros színnel jelölöm.)

El®ször kapcsoljuk az A2
kx−−→ X elágazó reakciólépést az A1

k1−−→ A2
k2−−→

A3 kiindulási reakcióhoz.

4.2. ábra. Elágazó reakciólépés hozzákapcsolása kétlépéses soros reakcióhoz

A folyamathoz tartozó γ sztöchiometriai mátrix ebben az esetben

γ =


−1 0 0

1 −1 −1

0 1 0

0 0 1

 (4.19)



módon számolható, a rendszert leíró di�erenciálegyenlet-rendszer pedig

ȧ1

ȧ2

ȧ3

ẋ

Ṫ


=



−k1a1
k1a1 − k2a2−kxa2

k2a2

kxa2
k1
β
a1 + k2

β
a2+

kx
β
a2


+



0

0

0

0

1


u, (4.20)

alakúra módosul. Az f és g vektormez®k alakja:

f =



−k1a1
k1a1 − k2a2−kxa2

k2a2

kxa2
k1
β
a1 + k2

β
a2+

kx
β
a2


, g =



0

0

0

0

1


. (4.21)

A γ sztöchiometriai mátrix rangja ebben az esetben 3, a teljes rendszer pedig

a h®mérsékletre vonatkozó egyenletet is �gyelembe véve 4 dimenziós alteret

határoz meg, így dim ∆c ≤ 4. A 2. tétel szerint a rendszer pontosan akkor

er®sen elérhet®, ha dim ∆c = 4.

Az er®s elérhet®ség eldöntéséhez most a g, adgf , ad2
gf és ad3

gf vektorme-

z®k lineáris függetlenségét kell megvizsgálni. Az adgf , ad2
gf és ad3

gf vektor-

mez®k

adigf =



−a1k(i)1

a1k
(i)
1 − a2k

(i)
2 −a2k

(i)
x

a2k
(i)
2

a2k
(i)
x

k
(i)
1

β
a1 +

k
(i)
2

β
a2+

k
(i)
x

β
a2


, (4.22)

alakúak, ahol i ∈ {1, 2, 3}. Hagyjuk el az adigf Lie-zárójelek utolsó koor-

dinátáit, jelölje adigfl a kapott vektormez®ket, i ∈ {1, 2, 3}. Képezzük a
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Θ = (adgfl ad2
gfl ad2

gfl) mátrixot:

Θ =


−a1k(1)1 −a1k(2)1 −a1k(3)1

a1k
(1)
1 − a2k

(1)
2 −a2k

(1)
x a1k

(2)
1 − a2k

(2)
2 −a2k

(2)
x a1k

(3)
1 − a2k

(3)
2 −a2k

(3)
x

a2k
(1)
2 a2k

(2)
2 a2k

(3)
2

a2k
(1)
x a2k

(2)
x a2k

(3)
x

 .

(4.23)

A g vektormez® lineárisan független az adgf , ad2
gf és ad2

gf Lie-zárójelekt®l,

így dim(∆c) = 4 pontosan akkor teljesül, ha rang(Θl) = 3. Bontsuk fel a Θ

mátrixot egy A mátrix és a D3 mátrixok szorzatára:

Θ =


−a1 0 0

a1 −a2 −a2
0 a2 0

0 0 a2




k
(1)
1 k

(2)
1 k

(3)
1

k
(1)
2 k

(2)
2 k

(3)
2

k
(1)
x k

(2)
x k

(3)
x

 , (4.24)

A =


−a1 0 0

a1 −a2 −a2
0 a2 0

0 0 a2

 , D3 =


k
(1)
1 k

(2)
1 k

(3)
1

k
(1)
2 k

(2)
2 k

(3)
2

k
(1)
x k

(2)
x k

(3)
x

 . (4.25)

A determinánsok szorzástétele miatt a Θ mátrix teljes rangúságának feltétele,

hogy az A mátrix és a D3 reakciódinamikai mátrix is teljes rangú legyen.

Az A mátrix pontosan akkor teljes rangú, ha a1 6= 0 és a2 6= 0. A D3

reakciódinamikai mátrix rangját Matlab segítségével határoztam meg. A rang

3-nak adódott. Mivel a számítást szimbolikusan végeztem, a kapott eredmény

nullmérték¶ halmaztól eltekintve igaz. A 3. tétel miatt ekkor rang(Θ) = 3, így

a h®mérséklet változásra vonatkozó egyenletet is �gyelembe véve dim(∆c) = 4

teljesül.

Tehát a kétlépéses soros reakcióhoz elágazó reakciólépést csatolva a folya-

mat továbbra is majdnem mindenütt er®sen elérhet® marad.
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Vizsgáljuk meg, hogy a A1
k1−−→ A2

k2−−→ A3 kétlépéses soros reakcióhoz az

A1
kx−−→ A3 csatoló reakciólépést hozzákapcsolva hogyan változik a rendszer

er®s elérhet®sége.

4.3. ábra. Csatoló reakciólépés kapcsolása kétlépéses soros reakcióhoz

A folyamathoz tartozó γ sztöchiometriai mátrix

γ =


−1 0 −1

1 −1 0

0 1 1

 . (4.26)

alakú. Az új a rendszert a következ® di�erenciálegyenlet-rendszer írja le:
ȧ1

ȧ2

ȧ3

Ṫ

 =


−k1a1−kxa1
k1a1 − k2a2
k2a2+kxa1

k1
β
a1 + k2

β
a2+

kx
β
a1

+


0

0

0

1

u, (4.27)

ahol az f és g vektormez®k:

f =


−a1k1−kxa1
a1k1 − a2k2
a2k2+kxa1

k1
β
a1 + k2

β
a2+

kx
β
a1

 , g =


0

0

0

1

 . (4.28)

A γ sztöchiometriai mátrix oszlopvektorai lineárisan függ® rendszert alkotnak,

rang(γ) = 2. Így a pillanatnyi koncentrációt leíró di�erenciálegyenletek 2



dimenziós alteret feszítenek ki. Ha a h®mérsékletre vonatkozó egyenletet is

�gyelembe vesszük, a teljes rendszer 3 dimenziós alteret határoz meg, így

dim ∆c ≤ 3. A 2. tétel szerint a rendszer pontosan akkor er®sen elérhet®, ha

dim ∆c = 3.

Az er®s elérhet®ség eldöntéséhez a g, adgf és ad2
gf vektormez®k lineáris

függetlenségének vizsgálata helyett ebben az esetben azt érdemes vizsgálni,

hogy a g, adgf , ad2
gf és ad3

gf vektormez®k közül választható-e 3 úgy, hogy

azok lineárisan függetlenek legyenek, hogy a 3. tételt alkalmazni tudjuk. Az

adgf , ad2
gf és ad3

gf vektormez®k ebben az esetben

ad(i)
g f =


−a1k(i)1 −k

(i)
x a1

a1k
(i)
1 − a2k

(i)
2

a2k
(i)
2 +k

(i)
x a1

k
(i)
1

β
a1 +

k
(i)
2

β
a2+

k
(i)
x

β
a1

 (4.29)

alakúak, i ∈ {1, 2, 3}. Hagyjuk el az ad(i)
g f Lie-zárójelek utolsó koordi-

nátáit, jelölje ad(i)
g fl a kapott vektormez®ket, i ∈ {1, 2, 3}. Képezzük a

Θ = (adgfl ad2
gflad3

gfl) mátrixot:

Θ =


−a1k(1)1 −k

(1)
x a1 −a1k(2)1 −k

(2)
x a1 −a1k(3)1 −k

(3)
x a1

a1k
(1)
1 − a2k

(1)
2 a1k

(2)
1 − a2k

(2)
2 a1k

(3)
1 − a2k

(3)
2

a2k
(1)
2 +k

(1)
x a1 a2k

(2)
2 +k

(2)
x a1 a2k

(3)
2 +k

(3)
x a1

 (4.30)

alakú. A g vektormez® lineárisan független az adg, ad2
g és ad3

g vektormez®kt®l,

így a dim(∆c) = 3 feltétel pontosan akkor teljesül, ha a Θ mátrix rangja 2.

Bontsuk fel a Θ mátrixot két mátrix szorzatára:

Θ =


−a1 0 −a1
a1 −a2 0

0 a2 a1




k
(1)
1 k

(2)
1 k

(3)
1

k
(1)
2 k

(2)
2 k

(3)
2

k
(1)
x k

(2)
x k

(3)
x

 . (4.31)
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A kapott A és D3 szorzótényez®-mátrixok:

A =


−a1 0 −a1
a1 −a2 0

0 a2 a1

 , D3 =


k
(1)
1 k

(2)
1 k

(3)
1

k
(1)
2 k

(2)
2 k

(3)
2

k
(1)
x k

(2)
x k

(3)
x

 . (4.32)

A determinánsok szorzástétele miatt a rang(Θ) = 2 feltétel csak abban az

esetben állhat fenn, ha az A és D3 mátrixok mindegyike legalább 2 rangú. Az

A mátrix sorvektorai lineárisan függ® rendszert alkotnak, így rang(A) ≤ 2.

Egyenl®ség pontosan akkor áll fenn, ha a1 6= 0. Mivel a D3 reakciódinamikai-

mátrix rangja majdnem mindenütt 3, a 3. tétel szerint rang(Θ) = 2 majdnem

mindenütt.

Így a kétlépéses soros reakcióhoz csatolt reakciólépést kapcsolva a rendszer

továbbra is majdnem mindenütt er®sen elérhet® marad.
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5. fejezet

Általános alakú kémiai reakciók

11. De�níció. Tekintsünk egy R ∈ N+ reakciólépést és M ∈ N+ kémiai

anyagfajtát tartalmazó rendszert, melyek koncentrációi x1, x2, . . . , xM . Je-

lölje A a koncentrációk hatását leíró

A := γ diag(xα) (5.1)

mátrixot. Itt xα = (xα(· ,1) xα(·, 2) . . . xα(·, R)) a reaktánskomplex-vektorokból

képzett mátrix, ahol xα(·, r) =
∏M

m=1 x
α(m, r)
m , γ pedig a folyamathoz tartozó

sztöchiometriai mátrix.

12. De�níció. Tekintsünk egy M ∈ N+ kémiai anyagfajtát és R ∈ N+ szá-

mú köztük lejátszódó reakciólépést tartalmazó kémiai rendszert. Legyenek k1,

k2, . . . , kR > 0 a rendszerben lejátszódó folyamatok reakciósebességi együttha-

tói, k = (k1 k2 . . . kR)T a bel®lük képezhet® vektor és γ a rendszerhez tartozó

sztöchiometriai mátrix. Ekkor jelölje D a reakciósebességi együtthatók deri-

váltjaiból képzett következ® mátrixot:

D := (k(1) k(2) ... k(rang(γ))). (5.2)

3. Lemma. Egy kémiai reakció a h®mérséklet változásával pontosan akkor

er®sen elérhet®, ha rang(γ) = rang(AD), ahol γ a folyamathoz tartozó sztö-

chiometriai mátrix, A a koncentrációk hatását leíró mátrix, D pedig a reak-

ciósebességi együtthatók deriváltjaiból képzett mátrix.
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Bizonyítás. Tekintsünk egy R reakciólépésb®l álló M anyagfajtát tar-
talmazó kémiai rendszert. A rendszert leíró di�erenciálegyenlet-rendszer
ẋ = f(x) + gu alakban írva:(

ẋ

Ṫ

)
=

(
v∑R

r=1
kr
β
xα(·, r)

)
+

(
0

1

)
u, (5.3)

ahol u az irányítást adja meg, a v vektormez® az egyenletek hatását írja le, az

ẋ =
(
ẋ1 ẋ2 . . . ˙xM

)T
vektormez® a reakcióban részt vev® anyagfajták

koncentrációjának változását adja meg, 0 pedig az M × 1 méret¶ nullvektor-
mez®t jelöli.

Az er®s elérhet®ség eldöntéséhez a ∆c irányíthatósági disztribúció dimen-
zióját kell meghatározni. A közvetlenül irányított mennyiség, a h®mérséklet
dimenziója 1, így a 2. tétel szerint a rendszer pontosan akkor er®sen elérhet®,
ha dim(∆c) = rang(γ)+1. Az er®s elérhet®ség vizsgálatához az adgf és g vek-
tormez®k által generált Lie-algebrát kifeszít® g, adgf , ad2

gf , . . . , adrang(γ)
g f

vektormez®k lineáris függetlenségét kell megvizsgálni. Hagyjuk el az adigf
Lie-zárójelek utolsó koordinátáit, jelölje adigfl az így kapott vektormez®ket,
i ∈ {1, 2, . . . , rang(γ)}. Az adigfl Lie-zárójel ∀i ∈ {1, 2, . . . , rang(γ)}
esetén felbontható egy M ×R és egy R× 1 méret¶ mátrix szorzatára:

adigfl = (v(i)) = Ak. (5.4)

Ekkor az adigfl, i ∈ {1, 2, . . . , rang(γ)} vektormez®kb®l képezhet® Θ mátrix
el®áll az A M ×R és D R× rang(γ) méret¶ mátrixok szorzataként:

Θ =
(

adgfl ad2
gfl . . . adrang(γ)

g fl

)
= AD. (5.5)

Az 2. tétel szerint a rendszer pontosan akkor er®sen elérhet®, ha dim(∆c) =
rang(γ)+1. A h®mérséklet változására vonatkozó egyenletet is �gyelembe vé-
ve a g és adgf vektormez®k által generált Lie-algebra dimenziója dim(∆c) =
rang(Θ) + 1, így a folyamat pontosan akkor er®sen elérhet®, ha rang(γ) =
rang(Θ), azaz ha rang(γ) = rang(AD). �

Ahhoz, hogy el tudjuk dönteni, hogy egy kémiai folyamat er®sen elérhet®-
e, az AD mátrix rangját kell vizsgálni. A szorzatmátrix rangjára a következ®
tétel felhasználásával tudunk szükséges feltételt adni:

4. Tétel. [16] Legyenek A, B tetsz®leges mátrixok. Ekkor

rang(AB) ≤ min(rang(A), rang(B)). (5.6)
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A 4. tétel szerint a rang(AD) = rang(γ) feltétel csak abban az esetben állhat
fenn, ha a rang(A) ≥ rang(γ) és rang(D) ≥ rang(γ) feltételek is teljesülnek.
Tudjuk, hogy rang(A) ≤ rang(γ), a D mátrix pedig R × rang(γ) méret¶,
így a rang(AD) = rang(γ) akkor állhat fenn, ha a rang(A) = rang(γ) és
rang(D) = rang(γ).

A rang(A) = rang(γ) feltétel a következ® lemmaszerinti esetben áll fenn:

4. Lemma. Ha a reaktáns anyagfajták koncentrációi pozitívak, a rang(A) =

rang(γ) feltétel teljesül.

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy a reaktáns anyagfajták koncentrációi pozitívak.
Az A mátrix pontosan azon elemei nem azonosan nullák, ahol a γ mátrixban
a nem nulla elemek szerepeltek, mivel A-t az A = γdiag(xα) összefüggéssel
de�niáltuk. Az A mátrixban szerepl® nem nulla elemek mindegyike megegye-
zik valamely anyagfajta koncentrációjának konstansszorosával. Ha a reaktáns
anyagfajták koncentrációi pozitívak, rang(A) = rang(γ) teljesül. �

A D mátrix rangját a legnagyobb négyzetes részmátrixának segítségével
tudjuk vizsgálni. A D mátrix

D =

(
Drang(γ)

D̃

)
R×rang(γ)

(5.7)

alakú, ahol Drang(γ) a rang(γ)× rang(γ) méret¶ reakciódinamikai mátrix, D̃
pedig a további reakciósebességi együtthatók megfelel® deriváltjait tartalma-
zó mátrix. A rang(D) = rang(γ) feltétel teljesül, ha a Drang(γ) reakciódina-
mikai mátrix teljes rangú. Abban az esetben, ha Drang(γ) nem teljes rangú,
a D mátrix rangját a rendszer ismeretében tudjuk meghatározni.

A 4. lemma és az 2. lemma segítségével a kémiai reakciók er®s elérhet®-
ségére vonatkozóan a következ® általános feltételt fogalmazhatjuk meg:

5. Tétel. Tekintsünk egy M anyagfajtát tartalmazó és R reakciólépésb®l álló

folyamatot. Tegyük fel, hogy az egyes reakciólépésekhez tartozó E1, E2, . . . ,

ER aktivációs energiák szigorúan pozitívak és különböznek. A reakció er®sen

elérhet® a h®mérséklet változtatásával, ha a reaktáns anyagfajták koncentrá-

ciói pozitívak.

Bizonyítás. A reakciófolyamathoz tartozó γ sztöchiometriai mátrix M ×
R, a D mátrix pedig R× rang(γ) méret¶. Jelölje l a γ mátrix rangját. Ekkor
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l ≤M , l ≤ R, azaz létezikD-nek l×l méret¶Dl részmátrixa. Feltettük, hogy
az aktivációs energiák szigorúan pozitívak és különböznek egymástól, így a
2. lemma szerint Dl teljes rangú. Szintén feltettük, hogy a reaktáns koncent-
rációk kezdetben pozitívak, ezért a 4. lemma miatt rang(A) = rang(γ) = l.
Jelölje Al az A mátrix egy teljes rangú, l × l méret¶ részmátrixát. Mivel
az AlDl szorzatmátrix részmátrixa AD-nek, rang(AlDl) ≤ rang(AD). Az
AD mátrix M × l méret¶, így rang(AD) ≤ l. Mivel Al és Dl teljes rangú-
ak, det(Al) 6= 0 és det(Dl) 6= 0. A determinánsok szorzástétele miatt ekkor
det(AlDl) 6= 0, azaz az AlDl szorzatmátrix is teljes rangú, rang(AlDl) = l.
A rang(AlDl) ≤ rang(AD) ≤ rang(γ) feltétel miatt rang(AD) = l. Így a 3
lemma szerint a rendszer er®sen elérhet®. �

2. Megjegyzés. Az er®s elérhet®ség általános esetben szükséges, de nem

elégséges feltétele a lokális irányíthatóságnak.

Tekintsük a

2A1
k−−→ A2 (5.8)

reakciólépést, jelölje a1, a2 a megfelel® vegyületek koncentrációit, k > 0 a

folyamathoz tartozó reakciósebességi együttható. Tegyük fel, hogy a1 > 0 és az

E aktiválási energia is pozitív. Legyen az u bemenet a h®mérséklet változása.

A reakció a következ® kinetikai di�erenciálegyenletekkel írható le:

ȧ1 = −ka21 (5.9)

ȧ2 = ka21 (5.10)

Ṫ =
k

β
a21 + u (5.11)

A 5. tétel szerint a reakció er®sen elérhet®.

Vizsgáljuk meg a reakció lokális irányíthatóságát. Az (5.9) egyenlet jobb

oldalán szerepl® kifejezés minden T > 0 esetén negatív, így az A1 vegyü-

let koncentrációja a reakció során csak csökkenhet. Az (5.10) egyenlet bal

oldalán szerepl® kifejezés pedig minden T > 0 esetén pozitív, így az a2 kon-

centráció a folyamat során csak növekedhet. Így a rendszer nem vihet® el

az állapottér tetsz®leges pontjába, azaz a reakció nem lokálisan irányítható.

Tehát kémiai reakciók a h®mérséklet változtatásával általános esetben nem

lokálisan irányíthatók.
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6. fejezet

Az oxim képzési reakció vizsgálata

A 5. tétel általános alakú reakciók er®s elérhet®ségére ad feltételt. Speciális
alakú reakciók vizsgálatakor sok esetben a tétel feltételeinél kevesebbet is
elegend® feltenni az er®s elérhet®séghez. A fejezetben egy speciális alakú
reakció, az oxim képzési reakció esetében vizsgálom, hogyan pontosíthatók
az er®s elérhet®ség feltételei.

A szerz®k a [5] cikkben az aceton hidroxil-aminnal történ® oxidációját
vizsgálták Raman-spektroszkópiával. A reakció er®sen exoterm, az els® lépés-
ben felhalmozódó köztes termék koncentrációja nagymértékben függ a pH-tól
illetve a h®mérséklett®l. A folyamat balesetveszélyes, azonban alacsony kon-
centrációk esetén, laboratóriumi körülmények között, megfelel® szabályozást
és irányítást alkalmazva biztonságossá tehet®. A reakció irányíthatóságához
szükséges, hogy a folyamat er®sen elérhet® legyen.

6.1. Er®s elérhet®ség vizsgálata savas közeg ese-

tén

Az oxim képzési reakció során végbemen® reakciólépések függnek a pH-tól,
a rendszert leíró reakcióegyenletek savas, illetve gyengén lúgos közegben kü-
lönbönböz®k.

Savas közeg esetén a folyamat az alábbi egyenletek szerint megy végbe:
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6.1. ábra. Az oxim reakció savas közeg esetén

A folyamat könnyebb kezeléséhez vezessük be az A, B, C, D, E, F el-
nevezéseket az egyes vegyületek jelölésére. Ekkor a lejátszódó reakciók a
következ® alakban írhatók:

A + B
k1−−→ C (6.1)

C + D
k2−−→ E + F. (6.2)

Jelölje a, b, c, d, e, f ≥ 0 a megfelel® vegyületek koncentrációit, k1, k2 > 0
pedig az egyes lépések reakciósebességi együtthatóit.

6. Tétel. Savas közegben esetén az oxim képzési reakció pontosan akkor er®-

sen elérhet®, ha az egyes reakciólépésekhez tartozó aktiválási energiák külön-

böznek és a hidroxilamin (A), a sósav (B), a hidroxilamin-hidroklorid (C) és

az aceton (D) koncentrációja pozitív.

Bizonyítás. A 5. tétel szerint az er®s elérhet®ség elégséges feltétele, hogy
az a, b, c, d, e, f koncentrációk mindegyike pozitív legyen és az aktiválá-
si energiák páronként különbözzenek (kémia reakciók esetében az aktiválási
energiák pozitívak, így ezt a feltételt nem kell vizsgálni). Nézzük meg, ez
szükséges feltétel-e egyben az oxim képzési reakció esetében.

Tegyük fel, hogy a rendszer er®sen elérhet®.
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A folyamathoz tartozó 6× 2-es méret¶ sztöchiometriai mátrix:

γ =



−1 0

−1 0

1 −1

0 −1

0 1

0 1


. (6.3)

A rendszer a következ® di�erenciálegyenlet-rendszerrel írható le:

ȧ

ḃ

ċ

ḋ

ė

ḟ

Ṫ


=



−k1ab
−k1ab

k1ab− k2cd
−k2cd
k2cd

k2cd
k1
β
ab+ k2

β
cd


+



0

0

0

0

0

0

1


u, (6.4)

(ẋ = f(x) + gu)

ahol u az irányítást jelöli.
A γ sztöchiometriai mátrix rangja 2, a h®mérséklet dimenziója pedig 1,

így az 2. tétel szerint a rendszer pontosan akkor er®sen elérhet®, ha dim ∆c =
2 + 1 = 3. Az er®s elérhet®ség vizsgálatához az adgf és g vektormez®k
által generált Lie-algebrát kifeszít® vektormez®k lineáris függetlenségét kell
megvizsgálni.

Az adgf és ad2
gf Lie-zárójelek

ad(i)
g f =



−k(i)1 ab

−k(i)1 ab

k
(i)
1 ab− k

(i)
2 cd

−k(i)2 cd

k
(i)
2 cd

k
(i)
2 cd

k
(i)
1

β
ab+

k
(i)
2

β
cd


(6.5)
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alakban írhatók, ahol i ∈ {1, 2}.
Hagyjuk el az adgf és ad2

gf Lie-zárójelek utolsó koordinátáit, jelölje adgfl,
illetve ad2

gfl az így kapott vektormez®ket.
Jelölje Θ az adsgfl, s = 1, 2 Lie-zárójelekb®l képezhet® mátrixot:

Θ =
(

adgfl ad2
gfl

)
6×2

. (6.6)

Ekkor Θ felbontható a következ® alakú 6 × 3 és 3 × 3 méret¶ mátrixok
szorzatává:

Θ =



−ab 0

−ab 0

ab −cd
0 −cd
0 cd

0 cd


(
k
(1)
1 k

(2)
1

k
(1)
2 k

(2)
2

)
(6.7)

(Θ = A · D2 ).

A h®mérséklet dimenziója 1, így dim(∆c) = 3 pontosan akkor teljesül, ha
rang(Θ) = 2. A determinánsok szorzástétele miatt a rang(Θ) = 2 feltétel
csak abban az esetben állhat fenn, ha az A és D2 mátrixok mindegyike teljes
rangú. Az A mátrix pontosan akkor teljes rangú, ha a 6= 0, b 6= 0, c 6= 0
és d 6= 0. Ekkor rang(A) = 2. A 1. lemma szerint a D2 reakciódinamikai
mátrix pontosan akkor teljes rangú, ha E1 6= E2.

Beláttuk, hogy ha a rendszer er®sen elérhet®, az a, b, c és d koncent-
rációk pozitívak és E1 6= E2. Így az oxim képzési reakció esetében savas
közeget alkalmazva a 5. tétel feltételei szükséges feltételek is egyben az er®s
elérhet®séghez. �

6.2. Er®s elérhet®ség vizsgálata gyengén lúgos

közeg esetén

Vizsgáljuk meg, hogy gyengén lúgos közeg esetében hogyan lehet az oxim
képzési reakció er®s elérhet®ségének feltételeit pontosítani! Gyengén lúgos
közegben a folyamat a következ® reakcióegyenletekkel írható le:
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6.2. ábra. Az oxim reakció gyengén lúgos közeg esetén

A folyamat könnyebb kezeléséhez legyenek A, B, C, D, E, F, G a meg-
felel® vegyületek. Ekkor a lejátszódó reakciók a következ®k:

A + B
k1−−→ C (6.8)

C
k2−−→ D + E (6.9)

D + F
k3−−⇀↽−−
k−3

G + E. (6.10)

Jelölje a, b, c, d, e, f , g ≥ 0 az egyes anyagfajták koncentrációit, k1, k2, k3,
k−3 > 0 pedig a megfelel® folyamatok reakciósebességi együtthatóit.

7. Tétel. Gyengén lúgos közeg esetén az oxim képzési reakció er®sen elérhe-

t®, ha a reakciósebességi együtthatók közül legalább 3 különböz® és a hidroxi-

lamin (A), az aceton (B) és az aceton-hidroxilamin adduktum (C), valamint

az acetoxim (D) és a nátrium-hidroxid (F) vagy az acetoxim nátriumsója (G)

és a víz (E) koncentrációja pozitív.

Bizonyítás. A 5. tétel szerint a rendszer er®sen elérhet®, ha az a, b, c, d,
e, f és g koncentrációk mindegyike pozitív és az egyes reakciólépésekhez tar-
tozó aktiválási energiák páronként különböznek. Vizsgáljuk meg, szükséges
feltétel-e ez a rendszer er®s elérhet®ségéhez.
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A folyamathoz tartozó sztöchiometriai mátrix:

γ =



−1 0 0 0

−1 0 0 0

1 −1 0 0

0 1 −1 1

0 1 1 −1

0 0 −1 1

0 0 1 −1


(6.11)

alakú. A rendszert leíró di�erenciálegyenlet-rendszer a következ®:

ȧ

ḃ

ċ

ḋ

ė

ḟ

ġ

Ṫ


=



−k1ab
−k1ab

k1ab− k2c
k2c− k3df + k−3ge

k2c+ k3df − k−3ge
−k3df + k−3ge

k3df − k−3ge
k1
β
ab+ k2

β
c+ k3

β
df + k−3

β
ge


+



0

0

0

0

0

0

0

1


u (6.12)

(ẋ = f(x) + gu).

A γ sztöchiometiai mátrix rangja 3, a h®mérséklet dimenziója pedig 1,
így az 2. tétel szerint a rendszer pontosan akkor er®sen elérhet®, ha dim ∆c =
3 + 1 = 4.

Az adgf , ad2
gf és ad3

gf Lie-zárójelek

adigf =



−k(i)1 ab

−k(i)1 ab

k
(i)
1 ab− k

(i)
2 c

k
(i)
2 c− k

(i)
3 df + k

(i)
−3ge

k
(i)
2 c+ k

(i)
3 df − k

(i)
−3ge

−k(i)3 df + k
(i)
−3ge

k
(i)
3 df − k

(i)
−3ge

k
(i)
1

β
ab+

k
(i)
2

β
c+

k
(i)
3

β
df +

k
(i)
−3

β
ge


(6.13)
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alakúak, ahol i ∈ {1, 2, 3}.
Hagyjuk el az adgf , ad2

gf és ad3
gf Lie-zárójelek utolsó koordinátáit, jelölje

adgfl, ad2
gfl, illetve ad3

gfl az így kapott vektormez®ket.
Jelölje Θ az adsgfl, s = 1, 2, 3 Lie-zárójelekb®l képezhet® mátrixot:

Θ =
(

adgfl ad2
gfl ad3

gfl

)
7×3

. (6.14)

A rendszer pontosan akkor er®sen elérhet®, ha a Θ mátrix teljes rangú, azaz
rang(Θ) = 3. A Θ mátrix felbontható a következ® mátrixok szorzatára:

Θ =



−ab 0 0 0

−ab 0 0 0

ab −c 0 0

0 c −df ge

0 c df −ge
0 0 −df ge

0 0 df −ge




k
(1)
1 k

(2)
1 k

(3)
1

k
(1)
2 k

(2)
2 k

(3)
2

k
(1)
3 k

(2)
3 k

(3)
3

k
(1)
−3 k

(2)
−3 k

(3)
−3

 . (6.15)

(Θ = A · D ).

A Θ mátrix teljes rangúságához szükséges, hogy a rang(A) ≥ 3 és rang(D) ≥
3 feltételek teljesüljenek. Az A mátrix harmadik és negyedik oszlopvektora
lineárisan összefügg®, így rang(A) ≤ 3. A rang(A) = 3 feltétel csak akkor
állhat fenn, ha az a, b, c koncentrációk, illetve a d és f vagy a g és e koncent-
rációk pozitívak. A D mátrix rangja 3, azaz tartalmaz 3 × 3 méret¶ teljes
rangú részmátrixot. A 10. lemma szerint a D3 mátrix teljes rangú, ha az
aktiválási energiák páronként különböz®k. Így a D mátrix teljes rangú, ha az
aktiválási energiák közül kiválasztható 3, amelyek páronként különböznek.

Tehát gyengén lúgos közeg esetén az oxim képzési reakció er®s elérhet®-
ségének feltételei pontosíthatók, a rendszer er®sen elérhet®, ha az a, b, c,
koncentrációk, illetve a d, f vagy a g, e koncentrációk pozitívak és az akti-
válási energiák között létezik 3, amelyek páronként különböznek. �
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7. fejezet

Egyensúlyi reakciólépést

tartalmazó rendszerek

Általános alakú reakciók esetében a 5. tétel elégséges feltételt ad a reakciók
er®s elérhet®ségére, ha azonban a rendszer egyensúlyi reakciólépést is tartal-
maz, a tétel feltételeinél gyengébb feltételek is elegend®ek az er®s elérhet®-
séghez. Vizsgáljuk meg, általános alakú, egyensúlyi reakciólépést tartalmazó
rendszerek esetében hogyan pontosíthatók az er®s elérhet®ség feltételei.

8. Tétel. Tekintsünk egy M anyagfajtát tartalmazó és R reakciólépésb®l álló

folyamatot, ahol az egyes reakciólépésekhez tartozó E1, E2, . . . , ER aktivációs

energiák pozitívak és páronként különböznek. Tegyük fel, hogy egyirányú reak-

ciólépések esetében a reaktáns anyagfajták koncentrációi pozitívak, egyensúlyi

reakciólépések esetén pedig a reakció egyik irányához tartozó reaktáns anyag-

fajták koncentrációi pozitívak. Ekkor a h®mérséklet változtatásával a reakció

er®sen elérhet®.

Bizonyítás. Amennyiben a rendszer nem tartalmaz egyensúlyi reakciólépést,
a 5. tételt kapjuk vissza.

Tegyük fel, hogy található a rendszerben egyensúlyra vezet® reakciólépés.
Jelölje a reakciósebességi együtthatókat ke és k−e. A ke-hez és k−e-hez tar-
tozó folyamatok során ugyanazon anyagfajták koncentrációi változnak meg
ellentétes irányban, így a γ mátrixban a két reakciólépésnek megfelel® osz-
lopvektor lineárisan összefügg® lesz. A 3. lemma szerint a rendszer pontosan
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akkor er®sen elérhet®, ha rang(γ) = rang(AD). Ha az aktiválási energiák
pozitívak és páronként különböznek, a D mátrix teljes rangú a 10. lemma
miatt. Az A szorzótényez®-mátrix az A = γ diag(xα) összefüggés alapján
számolható, így a γ mátrix-beli ke-hez és k−e-hez tartozó reakciólépéseknek
megfelel® oszlopvektorok szintén lineárisan összefügg®k lesznek. A ke-nek
megfelel® oszlopvektor az odaalakulás iránya szerinti reaktáns anyagfajták
koncentrációinak szorzatát, a k−e-hez tartozó oszlopvektor pedig a visszaala-
kulásnak megfelel® reaktáns anyagfajták koncentrációinak szorzatát tartal-
mazza a nem nulla elemek helyén a megfelel® el®jellel. A két vektormez® va-
lamelyikét nullvektormez®vel helyettesítve az A mátrix rangja nem változik,
így egyensúlyi reakció esetén elegend® feltenni az er®s elérhet®séghez, hogy
az egyik reakcióirányhoz tartozó reaktáns vegyületek koncentrációi pozitívak
legyenek, illetve hogy az aktiválási energiák pozitívak legyenek és páronként
különbözzenek. �
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8. fejezet

Összefoglalás

A dolgozatban a reakciók h®mérséklet-sváltoztatással való irányíthatóságá-
val, speciálisan er®s elérhet®ségével foglalkoztam. Megvizsgáltam, milyen
feltételeket kell biztosítani ahhoz, hogy egy kémiai reakció er®sen elérhet®
legyen. Az er®s elérhet®ség vizsgálatához a 2. tételt alkalmaztam a modell-
ben szerepl® egyenletek és a bemenet által generált Lie-algebrára. A vizsgált
rendszerek bemenetének a h®mérséklet változtatását tekintettem.

A dolgozat elején ismertettem a folyamatok leírásához alkalmazott mo-
dellt és áttekintettem az er®s elérhet®séghez szükséges fogalmakat, tételeket.
De�niáltam a reakciósebességi együtthatók megfelel® deriváltjait tartalmazó
Dn reakciódinamikai mátrixot, majd segítségével egy példán keresztül bemu-
tattam, hogyan határozhatók meg az er®sen elérhet®ség feltételei speciális
alakú reakciók esetében és megvizsgáltam milyen hatással van a rendszer
er®s elérhet®ségére, ha a reakcióhoz elágazó vagy csatoló reakciólépéseket
kapcsolunk.

Ezt követ®en általános alakú reakciók er®s elérhet®ségével foglalkoztam.
A 5. tételben elégséges feltételt adtam a reakciók er®s elérhet®ségére. Belát-
tam, hogy a kémiai reakciók a h®mérséklet változtatásával er®sen elérhet®k,
ha a reaktáns anyagfajták koncentrációi pozitívak és az egyes reakciólépések-
hez tartózó aktivációs energiák pozitívak és különböznek.

Ezután az oxim képzési reakció esetében vizsgáltam, pontosíthatók-e a 5.
tétel feltételei. Mivel az oxim képzési reakció esetében a végbemen® folyama-
tok függnek a pH-tól, savas és gyengén lúgos közeg esetén is megvizsgáltam
a rendszer er®s elérhet®ségét. Beláttam, hogy savas közeg esetén a 5. tétel
feltételei szükséges feltételek is egyben az oxim képzési reakció er®s elérhe-
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t®ségére. Gyengén lúgos közeg esetén a rendszer egyensúlyi reakciólépést is
tartalmazott, itt pontosítani tudtam a tétel feltételeit.

Végül egyensúlyi reakciólépést tartalmazó folyamatok er®s elérhet®ségével
foglalkoztam. Beláttam, hogy egyensúlyi reakciólépés esetén nem szükséges,
hogy a reakció mindkét irányához tartozó reaktáns vegyületek koncentráci-
ója pozitív legyen, elegend® az egyik irányhoz tartozó reaktáns vegyületek
koncentrációira megkövetelni a pozitivitást az er®s elérhet®séghez.

A dolgozatban szerepl® eredmények részben szerepelnek a Controllability
and reachability of reactions with temperature and in�ow control cikkünkben
a Fuel-ben [15].
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