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1. fejezetBevezetés
1.1. Reak
iók irányíthatóságának jelent®ségeA kémiai reak
iók irányítása alapját képezi a mai vegyiparnak. A reak
iókme
hanizmusa, végs® kimenetele nagy mértékben függ a reak
ióban részt-vev® anyagok kon
entrá
iójától, az alkalmazott katalizátortól, illetve a küls®környezet h®mérsékletét®l, nyomásától. Ezeknek a paramétereknek a meg-változtatásával egyes anyagok esetében az eredetit®l eltér® vegyületek ke-letkezhetnek, illetve reverzibilis reak
iók esetén a reak
ió a kívánt iránybaeltolható. Például az ammóniaszintézis mólszám
sökkenéssel járó reverzibi-lis reak
ió, így a nyomás növelése az ammóniaképz®dés irányába tolja el azegyensúlyt. A reak
ió exoterm, ezért a keletkez® ammónia mennyisége ah®mérséklet 
sökkentésével is növelhet®.A h®mérséklettel nem 
sak egyensúlyi reak
iók szabályozhatók. Etanolés tömény kénsav reagáltatásakor 130◦C-on éter, 160◦C-on etilén keletkezik.Az étert például altatószerként használják, míg az etilén fontos vegyiparialapanyag, többek között polietilén el®állítására használható. Emellett azetilén a növények érését szabályozó hormon is, így a távolról hajón Európábaszállított gyümöl
söket ezzel tudják utólag érlelni.Bizonyos molekulák dimerizá
iója vagy polimerizá
iója is lehet h®mérsék-letfügg®. Például a vinil-klorid, a PVC monomere, illetve a metil-metakrilát,a plexi kiindulási anyaga 
sak ala
sony h®mérsékleten tud polimerizálódni, ah®mérséklet emelkedésével monomerjeire bomlik. Ez lehet®vé teszi az újra-hasznosításukat.Szerves anyagok elégetésekor az égés általában nem tökéletesen megy3



végbe, különböz® széntartalmú, nagy százalékban aromás vegyületek ke-letkeznek, amelyek közül számos rákkelt® hatású. Emellett a reak
ióbanszén-monoxid is keletkezik, ami gátolja a sejtek oxigénfelvételét, így már kismennyiségben is nagyon ártalmas. H®mérséklet-szabályozás segítségével akeletkez® káros anyagok mennyisége jelent®sen le
sökkenthet®, a megfelel®h®mérséklet beállításával minimalizálható.Számos 
ikk foglalkozik reak
iók h®mérsékletfüggésének vizsgálatával, il-letve irányíthatóságával [1℄ [2℄. Az ásványok h®mérséklet-növekedés hatásárabekövetkez® szerkezetváltozásához kap
solódó h®jelenségeinek meghatározá-sára a di�eren
iális termikus analízist (DTA) használják. Az ásványok azo-nosításához egy inert referen
iaanyagot használnak. A vizsgálat során a refe-ren
iaanyag h®mérsékletéhez képest mérik az ásvány bomlásakor bekövetkez®h®mérséklet-változást egy termoelem segítségével. A DTA-görbén az anyagh®mérséklet-változását ábrázolják a beállított h®mérséklet függvényében. Akapott görbén az endoterm és exoterm 
sú
sok h®mérsékleti helyzetét, a 
sú-
sok méretét és alakját vizsgálják. Az ismeretlen ásvány meghatározásakor akapott DTA-görbét összehasonlítják a különböz® ismert ásványok görbéivel.Homer E. Kissinger ezzel a módszerrel vizsgálta különböz® k®zetek (magne-zit, kal
it, bru
it, kaolin és halloysit) bomlását. A di�eren
iális h®mérsékletianalízissel kapott függvények görbéjét összehasonlította az egyes k®zetek ese-tében. Azt tapasztalta, hogy a kapott görbék alakja hasonló, a jellemz® 
sú
sazonban függ a reak
iók természetét®l.A dolgozatban a reak
iók h®mérséklet-szabályozással, illetve kon
entrá-
ió változtatással való irányíthatóságával, spe
iálisan er®sen elérhet®ségével,illetve egzakt linearizálhatóságával foglalkozom. Megvizsgálom, milyen fel-tételeket kell biztosítani ahhoz, hogy egy kémiai reak
ió er®sen elérhet®, il-letve egzakt linearizálható legyen. A reak
iók vizsgálatához a [3℄, illetve [4℄irodalom szerinti modellt használom, bemenetnek a h®mérséklet, illetve akon
entrá
ió változtatását tekintem. Az er®sen elérhet®ség meghatározásá-hoz a modellben szerepl® egyenletek és a bemenet által generált Lie-algebradimenzióját vizsgálom [5℄.A dolgozatot az alábbi részekre bontottam: A 2. Fejezetben áttekin-tem az irányíthatóság vizsgálatához szükséges fogalmakat, tételeket, majd a3., illetve 4. Fejezetben konkrét reak
iótípusok er®sen elérhet®ségének, illetveegzakt linearizálhatóságának feltételét bizonyítom. A 3. Fejezetben a h®mér-séklet, a 4. Fejezetben a kon
entrá
ió változtatását tekintem bemenetnek. A3.1. alfejezetben soros reak
iókra vizsgálom meg az er®sen elérhet®séget két-lépéses, majd általános esetben. Ezután a 3.2. alfejezetben általános alakú4



párhuzamos reak
iók, a 3.3. alfejezetben általános alakú körfolyamatok, a3.4. alfejezetben pedig egylépéses, nem elágazó reak
iók er®sen elérhet®sé-gének feltételét vizsgálom h®mérséklet-szabályozás esetén. A 4.1., 4.2., 4.3.,4.4 alfejezetekben ugyanezen reak
iótípusok kon
entrá
ióváltoztatásával valóer®sen elérhet®ségét, illetve egzakt linearizálhatóságát vizsgálom.Az 5. Fejezetben az etanol-kénsav rendszer példáján keresztül mutatombe, hogyan alkalmazhatók az el®z® alfejezetekben használt módszerek össze-tett rendszerek vizsgálata esetén.A 6. Fejezet az eredmények összefoglalását tartalmazza.1.2. A modellA vizsgált rendszer a következ® egyenlettel írható le:
∑

α(m, r)X(m)
k̃r−→

∑

β(m, r)X(m), (1.1)ahol α(m, r) a reaktánskomplex-vektor (az m-edik anyagfajta számát jelölia kiindulási anyagban az r-edik lépésben), β(m, r) pedig a termékkomplex-vektor (az m-edik anyagfajta számát jelenti a termékben az r-edik lépésben).
X(m) az egyes anyagfajták kon
entrá
iója, k̃r a reak
iólépéshez tartozó se-bességi együttható az r-edik lépésben.Az (1) egyenlettel de�niált rendszer �h®mérlegét� az alábbi di�eren
iálegyenlet-rendszer segítségével adhatjuk meg:

ẋm =
R
∑

r=1

γ(m, r)kr,0e
−Er

RT xα(.,r) (1.2)
Ṫ =

R
∑

r=1

1

βr

kr,0e
−Er

RT xα(.,r) + u, (1.3)ahol xα(.,r) =

M
∏

p=1

xα(p,r)
p , m = 1, 2, . . . ,M.Itt ẋm az m-edik anyagfajta kon
entrá
iójának id®beli változását, Ṫ pe-dig a h®mérséklet id®beli változását leíró függvény. Az egyenletek jobboldalán az összegzést R-ig kell végrehajtani, mivel a reak
iólépések száma

R. A γ(., r) vektor a reak
ióvektort jelöli, amelynek összetev®i γ(m, r) =5



Elnevezés Jel Mértékegység Értékintervallumkon
entrá
ió c mol
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s
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dm3
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10−6 − 1011reak
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mol s
10−6 − 10111.1. táblázat. Paraméterek

β(m, r)−α(m, r)módon számolhatók, aholm = 1, 2, . . . ,M . Az r-edik reak-
ióhoz tartozó preexponen
iális tényez® kr,0, amib®l a k̃r(t) reak
iósebességiegyüttható a k̃r(t) = kr,0e
−Er

RT (t) összefüggés alapján kapható. A képletben Eraz r-edik lépéshez tartozó aktiválási energia. Az e −Er

RT (t) exponen
iális függvénynevez®jében szerepl® R paraméter az egyetemes gázállandót jelöli, melynekértéke az 1.1. táblázatban található. Az u bemenet a reak
ió irányításátmegadó skalármennyiség [3℄ [4℄. Az egyenletrendszerben szerepl® paraméte-rek jelentését az 1.1. táblázatban foglaltam össze [6℄.A kémiai rendszerek spe
iális tulajdonsága a pozitivitás [4℄. Azok a ve-gyületek, melyeknek a kiindulási kon
entrá
iója pozitív, a teljes reak
iófolya-mat során jelen vannak a rendszerben, mennyiségük semelyik lépésben nem
sökkenhet le nullára. Ennek segítségével a kezdeti összetétel ismeretébena rendszer bármely kés®bbi id®pontbeli összetételére következtetni tudunk,egyes reak
iók esetében meg tudjuk mondani, hogy adott kon
entrá
ióarányeléréséhez mely vegyületeknek kell kiinduláskor jelen lenni a rendszerben.Az egyes kémiai reak
iókat a rend¶ségükkel jellemezhetjük [7℄ [8℄. A ren-d¶séget a reak
iósebesség és a kon
entrá
ió kap
solata adja meg. Els®rend¶reak
iók esetén a reak
ió sebessége egyenesen arányos a kon
entrá
ióval, má-sodrend¶ reak
iók esetében pedig a reak
iósebesség a reaktáns kon
entrá
ió-6



jának négyzetével, vagy két reaktáns kon
entrá
iójának szorzatával arányos.Els®rend¶ reak
iók általában a fotokémiai, illetve a disszipá
iós, izomeri-zá
iós reak
iók (pl. H2O −−→ H+ + OH−, N2O2 −−→ 2NO, vagy a 
isz-transz izoméria). Másodrend¶ reak
iókra példa a nitrogén-dioxid nitrogén-monoxiddá alakulása (2NO2 −−→ 2NO + O2), vagy a nitrogén- monoxid ésaz ózon reak
iója (NO+O3 −−→ NO2 +O2). Ide sorolható sok égési reak
ióis.
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2. fejezetElméleti háttérA kémiai reak
iók irányíthatóságának nagy jelent®sége van az iparban. Fon-tos, hogy a keletkez® termékelegy minél nagyobb mennyiségben tartalmazzaaz el®állítandó vegyületet, a melléktermékek mennyiségét pedig minimali-zálni tudjuk. A megfelel® el®állítási módszer kiválasztásához ismernünk kell,mely reak
iók, milyen feltételek mellett irányíthatóak.Az irányíthatóság vizsgálatához a kés®bbiekben felhasznált fogalmak, de-�ní
iók a következ®k [2℄ [9℄ [5℄ [10℄:1. De�ní
ió. Tekintsük a következ® sima, bemeneta�n rendszert:
ẋ(t) = f(x(t)) +

J
∑

j=1

gj(x(t))uj(t), x(0) = x∗ ∈ R
N , (2.1)ahol g1, g2, . . . , gJ , f ∈ C∞(U,RN), U ⊂ RN és u a bemenet. Legyenek azelérhet®ségi halmazok

1. R(x∗, T ) = {x(T )| x a rendszer trajektóriája az összes megengedett uirányítás mellett T id® elteltével, ha x(0) = x∗},
2. R(x∗,≤ T ) = ∪t∈[0,T ]R(x, t) és
3. R(x∗) = ∪t≥0R(x, t).Ekkor a rendszer
1. elérhet® az x∗ pontból, ha R(x∗) pontnak van bels® pontja.
2. er®sen elérhet® az x∗ pontból, ha az R(x∗, T ) halmaznak ∀T > 0esetén van bels® pontja.
3. lokálisan irányítható az x∗ pontból, ha az x∗ pont az R(x∗) halmaz8



bels® pontja.
4. kis id®ben lokálisan irányítható az x∗ pontból, ha ∃T > 0, hogy ∀t ∈

[0, T ] id®re x∗ bels® pontja az R(x∗,≤ t) halmaznak.
5. globálisan irányítható az x∗ pontból, ha R(x∗) = U .2. De�ní
ió. A 2.1 alakú rendszer J = 1 esetén egzakt linearizálható az x∗ ∈

RN pontban, ha az x∗ pontban áttranszformálható egy integrátorsorrá, azazléteznek olyan z = φ(x) és v = α(x) + β(x)u transzformá
iók, ahol φ, α, β :
R

N → R
N és β(x∗) 6= 0 , hogy a transzformált rendszer di�eren
iálegyenlete

ż1 = z2

ż2 = z3...
żn−1 = zn

żn = v.A dolgozatban spe
iálisan kémiai reak
iók er®sen elérhet®ségét és egzakt li-nearizálhatóságát vizsgálom.3. De�ní
ió. Legyen f ∈ C∞(RN ) és g ∈ C∞(RN). Ekkor az f és g vek-tormez®k által meghatározott Lie-zárójel a következ® összefüggés alapján szá-molható:
[f, g] = g′f − f ′g. (2.2)4. De�ní
ió. Legyen V vektortér valamely F test felett. A V vektorteretLie-algebrának nevezzük, ha értelmezett rajta a [., .] : V ×V → V kétváltozósm¶velet, melyre teljesülnek a következ® tulajdonságok:1. Bilinearitás: ∀c1, c2 ∈ F és ∀ x,y,z ∈ V esetén

[c1x+ c2y, z] = c1[x, z] + c2[y, z] (2.3)
[z, c1x+ c2y] = c1[z, x] + c2[z, y] (2.4)2. ∀x ∈ V esetén [x, x] = 03. Ja
obi-azonosság: ∀x, y, z ∈ V

[x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0. (2.5)9



5. De�ní
ió. Az f és g ∈ C∞(RN) vektormez®k által generált Lie-algebránaknevezzük és Λ = Lie(f, g)-vel jelöljük a C∞(RN ,RN) lineáris tér legkisebbolyan alterét, amely eleget tesz a következ® feltételeknek:1. f , g ∈ Λ,2. Ha a,b ∈ Λ, akkor [a, b] ∈ Λ.6. De�ní
ió. Azt az operátort, amely minden x ∈ RN ponthoz egy RN -belilineáris alteret rendel, disztribú
iónak nevezzük és ∆-val jelöljük.7. De�ní
ió. Az f vektormez® eleme a ∆ disztribú
iónak, ha ∀x ∈ RNpontra f(x) ⊆ ∆(x) teljesül.8. De�ní
ió. A ∆c disztribú
iót irányíthatósági disztribú
iónak nevezzük,ha teljesülnek a következ® feltételek:1. span{g1(x), g2(x), . . . , gJ(x)} ⊆ ∆c(x),2. ∆c invariáns az f vektormez®re: ∀η ∈ ∆c esetén [η, f ] ∈ ∆c,3. ∆c involutív: ∀η1, η2 ∈ ∆c esetén [η1, η2] ∈ ∆c.1. Megjegyzés. A gj, [f, gj], j = 1, 2, . . . , J vektormez®k által generált Lie-algebra kifeszíti az irányíthatósági disztribú
ió egy alterét.1. Tétel. Legyen a ∆c irányíthatósági disztribú
ió. A rendszer er®sen elér-het® valamely x∗ ∈ RN pontban akkor és 
sak akkor, ha dim∆c(x
∗) = N .Kémiai reak
iók esetén a tétel módosításra szorul, mivel a reak
iókatleíró di�eren
iálegyenlet-rendszerben lehetnek összefügg® egyenletek. Itt arendszer pontosan akkor er®sen elérhet® valamely x∗ ∈ RN pontban, ha azirányíthatósági disztribú
ió dimenziója a lineárisan független egyenletek szá-mának és az irányított mennyiség dimenziójának összegével egyezik meg az

x∗ pontban.Az 1. tétel segítségével megadható az egyes típusú kémiai reak
iókrajellemz® irányíthatósági altér, ez alapján pedig eldönthet®, milyen feltételekesetén er®sen elérhet® a reak
ió.
10



3. fejezetIrányíthatóság vizsgálata spe
iálistípusú kémiai reak
iók esetén ah®mérséklet-változás segítségévelKémiai rendszerek esetében a kívánt végtermék el®állításához, illetve a kelet-kez® melléktermékek mennyiségének minimalizálásához fontos, hogy a leját-szódó folyamatokat irányítani tudjuk, azonban a kémiai reak
iók nem mind-egyike irányítható.Tekintsük a
M
∑

m=1

α(m, r)X(m)
k̃r−→

M
∑

m=1

β(m, r)X(m), r = 1, 2, . . . , R (3.1)általános alakú rendszert, ahol α(., r) a reaktánskomplex-vektor, β(., r) atermékkomplex-vektor, X(m) az m-edik anyagfajta kon
entrá
iója, k̃r pedigaz r-edik reak
iólépéshez tartozó sebességi együttható. A γ(., r) = β(., r)−
α(., r) reak
ióvektorokból képezhet® γ sztö
hiometriai mátrix ismeretében afolyamatot leíró di�eren
iálegyenlet-rendszer ẋ = f(x) + gu alakban írható.Ahhoz, hogy el tudjuk dönteni, irányítható-e a rendszer, a g és [f, g] vektor-mez®k által generált Lie-algebrát kifeszít®, lineárisan független vektormez®kszámát kell meghatározni. A generált Lie-algebrát kifeszít® vektormez® ele-meinek könnyebb kezeléséhez de�niálom az adgf operátort:9. De�ní
ió. Legyen f ∈ C∞(RN), g ∈ C∞(RN ). De�niáljuk az adgf :
C∞(RN )× C∞(RN) → C∞(RN) operátort a következ®képpen:

ad0gf = g, (3.2)11



adgf = [f, g] = g′f − f ′g, (3.3)
adn

gf = g′(adn−1
g f)− (adn−1

g f)′g. (3.4)Mivel az f vektormez® kifejezése tartalmazza a k̃r reak
iósebességi együtt-hatót, a g és [f, g] vektormez®k által generált Lie-algebrát kifeszít® Lie-zárójelek lineáris függetlenségének vizsgálatához meg kell határozni a k̃r re-ak
iósebességi együttható megfelel® deriváltjait. Jelölje kr(T (t)) = k̃r(t) az
r-edik reak
iólépéshez tartozó reak
iósebességi együttható h®mérséklet füg-gését. A kr(T ) reak
iósebességi együttható h®mérséklet szerinti els® deri-váltja

k′
r(T ) =

Er

RT 2
kr,0e

−Er

RT (3.5)alakú, ahol r ∈ {1, 2, . . . ,M}.A kr(T ) reak
iósebességi együttható magasabb rend¶ deriváltjai a kéttényez®s szorzatszabály általános alakját felhasználva határozhatók meg [11℄.2. Tétel. [Leibniz-szabály℄ Legyenek u(x), v(x) ∈ C(n)(I,R) tetsz®leges függ-vények, ahol I ⊂ R intervallum. Ekkor az (uv)(x) szorzatfüggvény n-edikderiváltja (n ∈ N) az alábbi összefüggés alapján számítható:
(uv)(n)(x) =

n
∑

s=0

(

n

s

)

u(n−s)(x)v(s)(x). (3.6)A k′
r(T ) derivált szorzatfüggvény alakú, így arra a Leibniz-szabályt al-kalmazva a kr(T ) reak
iósebességi együttható h®mérséklet szerinti n-edik(n ∈ N) deriváltja a következ® alakban írható:

k(n)
r (T ) = (k′)

(n−1)
r (T ) = kr,0

Er

R
(n−1)!

n−1
∑

s=0

(−1)(n−s−1)

T n−s+1

n− s

s!
(e

−Er

RT )(s). (3.7)A g és [f, g] vektormez®k által generált Lie-algebrát kifeszít® Lie-zárójeleklineáris függetlensége vizsgálható úgy, hogy a megfelel® Lie-zárójelekb®l egymátrixot képzünk, ezt szorzattá alakítjuk, és a tényez® mátrixok rangjátvizsgáljuk. Ehhez de�niálom a reak
iódinamikai mátrix fogalmát:10. De�ní
ió. A reak
iósebességi együtthatók deriváltjaiból képezhet®Dn n×
n-es mátrixot reak
iódinamikai mátrixnak nevezzük. A Dn (n ∈ N) mátrix12



alakja a következ®:
Dn =





















−k′
1 k′′

1 . . . (−1)nk
(n)
1

−k′
2 k′′

2 . . . (−1)nk
(n)
2

−k′
3 k′′

3 . . . (−1)nk
(n)
3... ... . . . ...

−k′
n−1 k′′

n−1 . . . (−1)nk
(n)
n−1

−k′
n k′′

n . . . (−1)nk
(n)
n





















n×n

.

A reak
iódinamikai mátrix rangjának ismeretében tudunk következtetni azegyes reak
iók irányíthatóságára. A rang meghatározásához aWronski-determinánsravonatkozó tételt használom [12℄:11. De�ní
ió. Az I intervallumon értelmezett, legalább (n−1)-szer derivál-ható f1, f2, . . . , fn függvények Wronski determinánsa
W =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

f1(x) f2(x) . . . fn(x)

f
(1)
1 (x) f

(1)
2 (x) . . . f

(1)
n (x)

f
(2)
1 (x) f

(2)
2 (x) . . . f

(2)
n (x)... ... . . . ...

f
(n−1)
1 (x) f

(n−1)
2 (x) . . . f

(n−1)
k (x)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.3. Tétel. Legyenek f1, f2, . . . , fn az I intervallumon értelmezettek és ott leg-alább (n− 1)-szer deriválhatók. Ha létezik az I intervallumnak olyan pontja,ahol a függvények Wronski-determinánsa nem 0, akkor az f1, f2, . . . , fnfüggvények lineárisan független rendszert alkotnak.1. Állítás. Ha van olyan pont az állapottérben, ahol det(Dn) 6= 0, n ∈ Nesetén, akkor a Dn reak
iódinamikai mátrix teljes rangú.Bizonyítás. Jelölje a reak
iódinamikai mátrix rangját rang(Dn). Mi-vel mátrixok transzponálása a rangot nem változtatja meg, rang(Dn) =
rang(DT

n ). A mátrix sorainak, illetve oszlopainak számmal való szorzásávalszintén nem változhat a rang, így
rang(Dn) = rang(DT

n ) = rang















k′
1 k′

2 . . . k′
n

k′′
1 k′′

2 . . . k′′
n

k′′′
1 k′′′

2 . . . k′′′
n... ... . . . ...

k
(n)
1 k

(n)
2 . . . k

(n)
n















n×n

.

13



A kapott mátrix determinánsa a Wronski-determináns f1 = k′
1, f2 = k′

2, . . . ,
fn = k′

n függvényekkel:
W =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

k′
1 k′

2 . . . k′
n

k′′
1 k′′

2 . . . k′′
n

k′′′
1 k′′′

2 . . . k′′′
n... ... . . . ...

k
(n)
1 k

(n)
2 . . . k

(n)
n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.Mivel az f1 = k′
1, f2 = k′

2, . . . , fn = k′
n függvények folytonosan deriválhatók

R+-on, alkalmazható a 3. tétel: ha van olyan pont az állapottérben, melyre
W 6= 0, akkor az f1, f2, . . . , fn függvények lineárisan független rendszertalkotnak, azaz a Dn reak
iódinamikai mátrix teljes rangú lesz. �Az 1. állításból következik, hogy ahhoz, hogy a Dn reak
iódinamikai mát-rix teljes rangú legyen, elegend®, ha van olyan pont az állapottérben, melyre
det(Dn) 6= 0. Konkrét reak
iók esetében, ahol az anyagfajták száma rög-zített, a Dn reak
iódinamikai mátrix determinánsa például MATLAB vagyMathemati
a program segítségével könnyen meghatározható. A determinánsismeretében pedig eldönthet®, teljes rangú-e a Dn mátrix, így meg tudjukmondani, er®sen elérhet®-e a h®mérséklet változtatásával az adott kémiairendszer.Az 1. tétel szerint a rendszer pontosan akkor er®sen elérhet®, ha a gés [f, g] vektormez®k által generált Lie-algebrát kifeszít® lineárisan függetlenvektormez®k száma megegyezik a közvetlenül irányított mennyiség (ez mosta h®mérséklet) dimenziójának és a lineárisan független egyenletek számánakösszegével.A következ® alfejezetekben spe
iális alakú reak
iók h®mérséklet változtatá-sával való er®s elérhet®ségének feltételeit vizsgálom.3.1. Soros reak
iókSoros reak
ióknak nevezzük az A1

k1−−→ A2
k2−−→ . . .

kn−1
−−−→ An alakú reak
i-ókat, ahol A1, A2, . . . , An az egyes reak
iólépésekben résztvev® vegyületek,

k1, k2, . . . , kn−1 > 0 pedig a megfelel® lépésekhez tartozó reak
iósebességiegyütthatókat jelölik. Legyenek a1, a2, . . . an ≥ 0 a megfelel® vegyületekkon
entrá
iói. 14



El®ször spe
iálisan a két lépésb®l álló kémiai reak
iók er®sen elérhet®ségétvizsgálom.2. Állítás. A kétlépéses soros reak
iók a h®mérséklet változtatásával majd-nem mindenütt er®sen elérhet®k.Bizonyítás. A kétlépéses soros reak
iók
A

k1−−→ B
k2−−→ Calakban írhatók, ahol A, B, C a reak
ióban résztvev® vegyületek.A reak
iófolyamatot leíró reaktáns- és termékkomplex-vektorokból képzettmátrixok:

α =





1 0
0 1
0 0



 , β =





0 0
1 0
0 1



 .A sztö
hiometriai mátrix az el®bbi mátrixok különbségeként kapható meg:
γ = β − α =





−1 0
1 −1
0 1



 .Ekkor a rendszert a következ® di�eren
iálegyenlet-rendszer írja le:
ȧ = −k1a = −k1,0e

−E1
RT a

ḃ = k1a− k2b = k1,0e
−E1
RT a− k2,0e

−E2
RT b

ċ = k2b = k2,0e
−E2
RT b

Ṫ =
k1,0

β
e

−E1
RT a+

k2,0

β
e

−E2
RT b+ u,ahol u az irányítást adja meg.A di�eren
iálegyenlet-rendszer ẋ = f(x) + gu alakban írva:









ȧ

ḃ

ċ

Ṫ









=









−k1a

k1a− k2b

k2b
k1
β
a + k2

β
b









+









0
0
0
1









u,15



ahol
f =









−ak1
ak1 − bk2

bk2
k1
β
a + k2

β
b









, g =









0
0
0
1









.A rendszer er®sen elérhet®ségének vizsgálatához a g és adgf vektormez®káltal generált Lie-algebrát kifeszít® lineárisan független vektormez®k számátkell megvizsgálni. A rendszer az 1. tétel alapján pontosan akkor er®senelérhet®, ha az irányíthatósági disztribú
ió dimenziója megegyezik a lineári-san független egyenletek számának és a közvetlenül irányított mennyiség, ah®mérséklet dimenziójának összegével.Mivel a sztö
hiometriai mátrix rangja 2, a pillanatnyi kon
entrá
iót leíró dif-feren
iálegyenletek 2 dimenziós alteret feszítenek ki. A h®mérsékletre vonat-kozó egyenletet is tartalmazó teljes rendszer 3 dimenziós alteret határoz meg,így dim∆c ≤ 3. A rendszer pontosan akkor er®sen elérhet®, ha dim∆c = 3.Az adgf és ad2
gf vektormez®k ekkor:

adgf = g′f − f ′g = −f ′g =









ak′
1

−ak′
1 + bk′

2

−bk′
2

−
k′1
β
a−

k′2
β
b









,

ad2
gf = g′(adgf)− (adgf)

′g = −(adgf)
′g =









−ak′′
1

ak′′
1 − bk′′

2

bk′′
2

k′′1
β
a+

k′′2
β
b









.A k1, k2 reak
iósebességi együtthatók ki = ki,0e
−Ei

RT alakban írhatók, ahol ki,0,
Ei és R nem nulla konstansok, i ∈ {1, 2}. A k′

i derivált k′
i = ( Ei

RT 2 )ki,0e
−Ei

RTalakú, így ∀i k′
i 6= 0. A második deriváltak a k′′

i = ki,0

(

E2
i

R2 T 4 −
2Ei

R T 3

)

e
−Ei

RTösszefüggés alapján számíthatók ki. A k′′
i = 0 feltétel pontosan akkor áll fenn,ha T = Ei

2 R
. Ha a k′′

1 = 0 és k′′
2 = 0 feltétel is fennáll, az ad2

gf nullvektor.Ekkor dim∆c < 3, így az 1. tétel szerint a rendszer nem er®sen elérhet®.Ha az a kon
entrá
ió nulla, adgf = −
k′2
k′′2
ad2

gf , ha pedig b = 0, akkor adgf =

−
k′1
k′′1
ad2

gf teljesül. Ha az a = 0 és b = 0 feltétel is fennáll, adgf és ad2
gf16



nullvektormez®k, így az adgf és ad2
gf Lie-zárójelek ezekben az esetekben isösszefügg®ek és az 1. tétel miatt a rendszer nem er®sen elérhet®.A következ®kben azt az esetet vizsgálom, ha k′′

1 = 0 és k′′
2 = 0 feltételekegyszerre nem állnak fenn, illetve az a, illetve b kon
entrá
iók pozitívak.Ha a(0) > 0 és b(0) > 0 teljesül, a pozitivitás miatt a(t) > 0, illetve b(t) > 0

∀t > 0 esetén is fennáll. Látható, hogy ekkor a g az adgf , illetve az ad2
gfLie-zárójelekt®l lineárisan független, mivel ∀t a(t) 6= 0 és b(t) 6= 0. Az adgfés ad2

gf vektormez®k lineáris függetlenségének bizonyításához a következ®segédállítást használom:1. Lemma. Legyenek x, y, z ∈ R
N páronként lineárisan független vektorok.Ekkor az x+ y összegvektor lineárisan független a z vektortól.Bizonyítás. Az x, y, z vektorok páronként lineárisan függetlenek:

αx+ βy = 0 ⇐⇒ α = β = 0 ∀α, β ∈ R

γx+ δy = 0 ⇐⇒ γ = δ = 0 ∀γ, δ ∈ R

εx+ ζy = 0 ⇐⇒ ε = ζ = 0 ∀ε, ζ ∈ RIndirekt módon tegyük fel, hogy ∃ ω ∈ R, ω 6= 0, amelyre teljesül, hogy
ω(x+ y) = z. Ekkor ωx− z

2
= −ωy + z

2
, azaz





ω

0
−1

2



 =





0
−ω
1
2



 .Az egyenl®ség 
sak akkor állhat fenn, ha ω = 0, ez azonban ellentmond afeltételeknek. Így igaz az eredeti állítás. �Jelölje adgf |a=0 és adgf |b=0 az adgf vektormez®t a = 0, illetve b = 0esetén.
adgf |a=0 =









0
bk′

2

−bk′
2

−
k′2
β
b









adgf |b=0 =









ak′
1

−ak′
1

0

−
k′1
β
a







Hagyjuk el az adgf |a=0 , adgf |b=0 , adgf, g és ad2
gf Lie-zárójelek utolsó ko-ordinátáit. Jelölje az így kapott vektormez®ket adgfl|a=0,

adgfl|b=0, adgfl, gl, illetve ad2
gfl. Ekkor az adgfl vektormez® el®áll adgfl =

adgfl|a=0 + adgfl|b=0 alakban. 17



Látható, hogy adgfl|a=0 és ad2
gfl, illetve adgfl|b=0 és ad2

gfl lineárisan függetle-nek, így az 1. lemmát felhasználva adódik, hogy adgfl|a=0+adgfl|b=0 = adgflés ad2
gfl is azok. Mivel gl nullvektor, bármely vektormez®vel lineárisan össze-függ. A 4. koordinátát is �gyelembe véve azonban ad2

gf , adgf és g lineárisanfüggetlenek, így dim∆c = 3. Az 1. tételt használva adódik, hogy a rendszerbármely kezd®állapotból kiindítva er®sen elérhet®. Így a k′′
1 = 0 és k′′

2 = 0,illetve az a(0) = 0 vagy b(0) = 0 eseteket is �gyelembe véve a rendszermajdnem mindenütt er®sen elérhet®. �Második lépésként általánosan, (n − 1) lépésb®l álló soros reak
iók h®-mérséklet változtatással való er®sen elérhet®ségét vizsgálom.3. Állítás. Az A1
k1−−→ A2

k2−−→ . . .
kn−1
−−−→ An alakú általános soros reak
iókpontosan akkor er®sen elérhet®k a h®mérséklet változtatással, ha a folyamat-hoz tartozó Dn−1 reak
iódinamikai mátrix teljes rangú és az a1(0), a2(0), . . . ,

an−1(0) kezdeti kon
entrá
iók pozitívak.Bizonyítás. Az A1
k1−−→ A2

k2−−→ . . .
kn−1
−−−→ An reak
ióban jelölje a1, a2, . . . ,

an ≥ 0 a megfelel® anyagok kon
entrá
ióit.Ekkor a folyamathoz tartozó n× (n− 1)-es méret¶ sztö
hiometriai mátrix:
γ =



















−1 0 0 . . . 0 0
1 −1 0 . . . 0 0
0 1 −1 . . . 0 0... ... ... . . . ... ...
0 0 0 . . . 1 −1
0 0 0 . . . 0 1



















n×(n−1)

.

A rendszert leíró di�eren
iálegyenlet-rendszer ẋ = f(x) + gu alakban írva akövetkez®:


















ȧ1
ȧ2...
ȧn−1

ȧn
Ṫ



















=



















−k1a1
k1a1 − k2a2...

kn−2an−2 − kn−1an−1

kn−1an−1
k1
β
a1 +

k2
β
a2 + . . .+ kn−1

β
an−1



















+



















0
0...
0
0
1



















u,

ahol u az irányítást adja meg, 18



f =



















−k1a1
k1a1 − k2a2...

kn−2an−2 − kn−1an−1

kn−1an−1
k1
β
a1 +

k2
β
a2 + . . .+ kn−1

β
an−1



















, g =



















0
0...
0
0
1



















.

A γ sztö
hiometiai mátrix rangja (n−1), a közvetlenül irányított mennyiség,a h®mérséklet dimenziója pedig 1, így az 1. tétel szerint a rendszer pontosanakkor er®sen elérhet®, ha dim∆c = (n − 1) + 1 = n. Az er®sen elérhet®ségvizsgálatához az adgf és g vektormez®k által generált Lie-algebrát kifeszít®vektormez®k lineáris függetlenségét kell megvizsgálni.2. Lemma. Soros reak
iók esetén az adgf és g vektormez®k által generáltLie-algebrát kifeszít® vektormez®k
ads

gf = (−1)s























−k
(s)
1 a1

k
(s)
1 a1 − k

(s)
2 a2...

k
(s)
n−2an−2 − k

(s)
n−1an−1

k
(s)
n−1an−1

k
(s)
1

β
a1 +

k
(s)
2

β
a2 + . . .+

k
(s)
n−1

β
an−1





















alakúak, ahol s ∈ {1, 2, . . . , n− 1}.Bizonyítás. A lemmát a teljes induk
ió módszerével látom be.A generált Lie-algebrát kifeszít® vektormez®k közül, az adgf vektormez®
adgf = g′f − f ′g = −f ′g = −



















−k′
1a1

k′
1a1 − k′

2a2...
k′
n−2an−2 − k′

n−1an−1

k′
n−1an−1

k′1
β
a1 +

k′2
β
a2 + . . .+

k′
n−1

β
an−1


















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alakban írható, az ad2
gf Lie-zárójel pedig

ad2
gf = g′[f, g]− [f, g]′g = +



















−k′′
1a1

k′′
1a1 − k′′

2a2...
k′′
n−2an−2 − k′′

n−1an−1

k′′
n−1an−1

k′′1
β
a1 +

k′′2
β
a2 + . . .+

k′′
n−1

β
an−1

















alakú. Az adgf , illetve ad2
gf Lie-zárójelek alakja megegyezik a lemmábanfeltettel s=1, illetve s=2 esetén.Tegyük fel, hogy az ads−1

g f Lie-zárójel alakja
ads−1

g f = (−1)s−1























−k
(s−1)
1 a1

k
(s−1)
1 a1 − k

(s−1)
2 a2...

k
(s−1)
n−2 an−2 − k

(s−1)
n−1 an−1

k
(s−1)
n−1 an−1

k
(s−1)
1

β
a1 +

k
(s−1)
2

β
a2 + . . .+

k
(s−1)
n−1

β
an−1























.

Az ads
gf Lie-zárójel ads−1

g f ismeretében az
ads

gf = g′(ads−1
g f)− (ads−1

g f)′g = −(ads−1
g f)′gösszefüggés alapján számolható. Az induk
iós feltételt felhasználva az állításadódik, hiszen az el®z® kifejezést kifejtve kapjuk, hogy

ads
gf = (−1)s























−k
(s)
1 a1

k
(s)
1 a1 − k

(s)
2 a2...

k
(s)
n−2an−2 − k

(s)
n−1an−1

k
(s)
n−1an−1

k
(s)
1

β
a1 +

k
(s)
2

β
a2 + . . .+

k
(n−1)
n−1

β
an−1























.
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Hagyjuk el az ads
gf Lie-zárójelek utolsó koordinátáit, jelölje ads

gfl az ígykapott vektormez®ket. Az ads
gfl Lie-zárójel felbontható egy n × (n − 1) ésegy (n− 1)× 1 méret¶ mátrix szorzatává:

ads
gfl = (−1)s





















−k
(s)
1 a1

k
(s)
1 a1 − k

(s)
2 a2

k
(s)
2 a2 − k

(s)
3 a3...

k
(s)
n−2an−2 − k

(s)
n−1an−1

k
(s)
n−1an−1





















n×1

=

= (−1)s



















−a1 0 . . . 0 0
a1 −a2 . . . 0 0
0 a2 . . . 0 0... ... . . . . . . ...
0 0 . . . an−2 −an−1

0 0 . . . 0 an−1



















n×(n−1)





















k
(s)
1

k
(s)
2

k
(s)
3...

k
(s)
n−2

k
(s)
n−1





















(n−1)×1

.

Ez az átalakítás minden s ∈ {1, 2, . . . , n− 1} esetén megtehet®.Jelölje Θ az ads
gfl, s = 1, 2, . . . n− 1 Lie-zárójelekb®l képezhet® mátrixot:
Θ =

(

adgfl ad2
gfl . . . adn−1

g fl
)

n×(n−1).Ekkor Θ felbontható az A n × (n − 1) méret¶ és a Dn−1 (n − 1) × (n − 1)méret¶ mátrixok szorzatává:
Θ = ADn−1,ahol A a kon
entrá
iókat tartalmazó szorzótényez®-mátrixot jelöli:

A =



















−a1 0 . . . 0 0
a1 −a2 . . . 0 0
0 a2 . . . 0 0... ... . . . . . . ...
0 0 . . . an−2 −an−1

0 0 . . . 0 an−1



















n×(n−1)

,
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a második szorzótényez®-mátrix pedig a Dn−1 reak
iódinamikai mátrix:
Dn−1 =





















−k′
1 k′′

1 . . . (−1)n−1k
(n−1)
1

−k′
2 k′′

2 . . . (−1)n−1k
(n−1)
2

−k′
3 k′′

3 . . . (−1)n−1k
(n−1)
3... ... . . . ...

−k′
n−2 k′′

n−2 . . . (−1)n−1k
(n−1)
n−2

−k′
n−1 k′′

n−1 . . . (−1)n−1k
(n−1)
n−1





















(n−1)×(n−1)

.

Az A mátrix teljes rangúságára a következ® tétel segítségével adok felté-telt [13℄:4. Tétel. Legyenek A, B tetsz®leges mátrixok. Ekkor
rang(AB) ≤ min(rang(A), rang(B)).A 4. tétel szerint a Θ mátrix teljes rangúságának szükséges feltétele, hogyaz A és Dn−1 mátrixok rangja n− 1 legyen. Ha az a1, a2, . . . , an−1 kon
ent-rá
iók bármelyike nulla, akkor az A mátrixnak van olyan oszlopvektora, aminullvektormez®, így ekkor rang(A) < n− 1. Ha az a1, a2, . . . , an−1 kon
ent-rá
iók mindegyike pozitív, az A mátrix oszlopvektorai lineárisan függetlenek,így ekkor rang(A) = n− 1. Mivel a kémiai rendszerekre jellemz® a pozitivi-tás, a1(0), a2(0), . . . , an−1(0) > 0 esetén a1(t), a2(t), . . . , an−1(t) > 0 ∀t > 0esetén teljesül. Az an kon
entrá
ió nem befolyásolja az A mátrix rangját.A Θ mátrix rangjának vizsgálatához a következ® tételt használom [13℄:5. Tétel. Ha B n × k méret¶ mátrix és rang(B) = n, akkor rang(AB) =

rang(A), ahol n, k ∈ Z
+.A 5. tételt alkalmazva adódik, hogy rang(Θ) = n − 1 akkor teljesül, ha

rang(Dn−1) = n−1, azaz ha a reak
iódinamikai mátrix teljes rangú. Ekkor ah®mérséklet változásra vonatkozó egyenletet is �gyelembe véve az adgf és gvektormez®k által generált Lie-algebra dimenziója dim∆c = 1+(n−1) = n.Az 1. tételt felhasználva adódik, hogy ha a Dn−1 reak
iódinamikai mátrixteljes rangú és az a1(0), a2(0), . . . , an−1(0) kon
entrá
ió mindegyike pozitív,akkor a rendszer er®sen elérhet®.Az állítás megfordítása is igaz. Ha ismert, hogy er®sen elérhet® a rendszer,az 1. tétel miatt dim∆c = n, azaz dimΘ = n − 1. Ekkor a 4. tételszerint rang(Θ) ≥ n − 1, illetve rang(A) ≥ n − 1. Mivel a Θ mátrix (n −22



1) × (n − 1) méret¶, a rang(Θ) ≤ n − 1 feltételnek is teljesülnie kell. Akét egyenl®tlenséget összevetve adódik, hogy rang(Θ) = n − 1. Hasonlóanlátszik, hogy az A mátrix rangja is n − 1, azaz az a1(0), a2(0), . . . , an−1(0)kon
entrá
iók pozitívak.Tehát a soros reak
iók pontosan akkor er®sen elérhet®k a h®mérsékletváltoztatással, ha a folyamathoz tartozó Dn−1 reak
iódinamikai mátrix teljesrangú és az a1(0), a2(0), . . . , an−1(0) kezdeti kon
entrá
iók pozitívak. �3.2. Párhuzamos reak
iókPárhuzamos reak
ióknak nevezzük azokat a kémiai reak
iókat, ahol egy adottkiindulási anyagból többféle termék is keletkezhet.A párhuzamos reak
iók A
k1−−→ B1, A k2−−→ B2, . . ., A kn−−→ Bn alakba ír-hatók, ahol A a kiindulási anyag, B1,B2, . . . ,Bn, a különböz® reak
iókbankeletkez® termékek, k1, k2, . . ., kn > 0 pedig az egyes reak
iókhoz tartozóreak
iósebességi együtthatók. Legyenek a, b1, b2, . . ., bn ≥ 0 a megfelel®anyagok kon
entrá
iói.4. Állítás. A párhuzamos reak
iók a h®mérséklet változtatásával pontosanakkor er®sen elérhet®k, ha a folyamathoz tartozó Dn reak
iódinamikai mátrixteljes rangú és az a(0) kiindulási kon
entrá
ió pozitív.Bizonyítás. A reak
iófolyamatot a következ® (n + 1) × n-es méret¶sztö
hiometriai mátrix írja le:

γ =























−1 −1 −1 . . . −1 −1
1 0 0 . . . 0 0
0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0... ... ... . . . ... ...
0 0 0 . . . 1 0
0 0 0 . . . 0 1























(n+1)×n

.
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Ez alapján felírható a folyamatokat leíró di�eren
iálegyenlet-rendszer:


















ȧ

ḃ1
ḃ2...
ḃn
Ṫ



















=



















−k1a− k2a− . . .− kna

k1a

k2a...
kna

k1
β
a+ k2

β
a + . . .+ kn

β
a



















+



















0
0
0...
0
1



















u,

ahol u a bemenetet jelöli. A di�eren
iálegyenlet-rendszer ebben az esetbenis megadható ẋ = f(x) + gu alakban, ahol
f =



















−k1a− k2a− . . .− kna

k1a

k2a...
kna

k1
β
a+ k2

β
a + . . .+ kn

β
a



















, g =



















0
0
0...
0
1



















.A γ sztö
hiometiai mátrix rangja n, az irányított mennyiség dimenziója pe-dig 1, így az 1. tétel szerint a rendszer pontosan akkor er®sen elérhet®, ha
dim∆c = n+1. Az er®sen elérhet®ség eldöntéséhez az adgf és g vektormez®káltal generált Lie-algebrát kifeszít® vektormez®k lineáris függetlenségét kellmegvizsgálni.3. Lemma. Párhuzamos reak
iók esetén az adgf és g vektormez®k által ge-nerált Lie-algebra ads

gf vektormez®je:
ads

gf = (−1)s























−k
(s)
1 a− k

(s)
2 a− . . .− k

(s)
n a

k
(s)
1 a

k
(s)
2 a...

k
(s)
n a

k
(s)
1

β
a+

k
(s)
2

β
a+ . . .+ k

(s)
n

β
a























,

ahol s ∈ {1, 2, . . . , n}. 24



Bizonyítás. A lemmát a teljes induk
ió módszerével bizonyítom.Az adgf vektormez®
adgf = g′f − f ′g = −f ′g = −



















−k′
1a− k′

2a− . . .− k′
na

k′
1a

k′
2a...

k′
na

k′1
β
a+

k′2
β
a + . . .+ k′n

β
a

















módon írható, az ad2
gf Lie-zárójel pedig

ad2
gf = g′(adgf)− (adgf)

′g = +



















−k′′
1a− k′′

2a− . . .− k′′
na

k′′
1a

k′′
2a...

k′′
na

k′′1
β
a +

k′′2
β
a+ . . .+ k′′n

β
a

















alakú. Az adgf , illetve ad2
gf vektormez® megegyezik a lemmában szerepl®Lie-zárójellel s=1 és s=2 esetén.Tegyük fel, hogy az ads−1

g f vektormez® alakja a következ®:
ads−1

g f = (−1)s−1























−k
(s−1)
1 a− k

(s−1)
2 a− . . .− k

(s−1)
n a

k
(s−1)
1 a

k
(s−1)
2 a...

k
(s−1)
n a

k
(s−1)
1

β
a +

k
(s−1)
2

β
a+ . . .+ k

(s−1)
n

β
a























.

Az ads
gf Lie-zárójel az

ads
gf = g′(ads−1

g f)− (ads−1
g f)′g = −(ads−1

g f)′gkifejezés alapján számolható. Az induk
iós feltételt felhasználva az ads
gf Lie-25



zárójel
ads

gf = (−1)s























−k
(s)
1 a− k

(s)
2 a− . . .− k

(s)
n a

k
(s)
1 a

k
(s)
2 a...

k
(s)
n a

k
(s)
1

β
a+

k
(s)
2

β
a+ . . .+ k

(s)
n

β
a





















módon számolható, azaz teljesül az állítás. �Hagyjuk el az ads
gf Lie-zárójelek utolsó koordinátáit. Jelölje a kapottvektormez®ket ads

gfl. Az ads
gfl Lie-zárójel felbontható egy (n+1)×n és egy

n× 1 méret¶ mátrix szorzatává:
ads

gfl = (−1)s





















−k
(s)
1 a− k

(s)
2 a− . . .− k

(s)
n a

k
(s)
1 a

k
(s)
2 a

k
(s)
3 a...

k
(s)
n a





















(n+1)×1

=

= (−1)s























−a −a −a . . . −a −a

a 0 0 . . . 0 0
0 a 0 . . . 0 0
0 0 a . . . 0 0... ... ... . . . ... ...
0 0 0 . . . a 0
0 0 0 . . . 0 a























(n+1)×n

























k
(s)
1

k
(s)
2

k
(s)
3

k
(s)
4...

k
(s)
n−1

k
(s)
n

























n×1

.

Legyen Θ az ads
gfl, s = 1, 2, . . . n Lie-zárójelekb®l képezhet® mátrix:
Θ =

(

adgfl ad2
gfl . . . adn

gfl
)

(n+1)×n
.
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A Θ mátrix felbontható egy (n+1)×n és egy n×1 méret¶ mátrix szorzatára:
Θ =























−a −a −a . . . −a −a

a 0 0 . . . 0 0
0 a 0 . . . 0 0
0 0 a . . . 0 0... . . .

... . . . ... ...
0 0 0 . . . a 0
0 0 0 . . . 0 a











































−k′
1 k′′

1 . . . (−1)nk
(n)
1

−k′
2 k′′

2 . . . (−1)nk
(n)
2

−k′
3 k′′

3 . . . (−1)nk
(n)
3... ... . . . ...

−k′
n−1 k′′

n−1 . . . (−1)nk
(n)
n−1

−k′
n k′′

n . . . (−1)nk
(n)
n





















.

Jelölje az els® szorzótényez®t A, a második szorzótényez® az n-edik reak
ió-dinamikai mátrix:
A =























−a −a −a . . . −a −a

a 0 0 . . . 0 0
0 a 0 . . . 0 0
0 0 a . . . 0 0... ... ... . . . ... ...
0 0 0 . . . a 0
0 0 0 . . . 0 a























(n+1)×n

,

Dn =





















−k′
1 k′′

1 . . . (−1)nk
(n)
1

−k′
2 k′′

2 . . . (−1)nk
(n)
2

−k′
3 k′′

3 . . . (−1)nk
(n)
3... ... . . . ...

−k′
n−1 k′′

n−1 . . . (−1)nk
(n)
n−1

−k′
n k′′

n . . . (−1)nk
(n)
n





















n×n

.

Az A mátrix rangját az a kon
entrá
ió értéke határozza meg. Ha a = 0, Anullmátrix, így a 5. szerint a Θ mátrix nem lehet teljes rangú. Ha a(0) > 0,akkor a kémiai rendszerek pozitivitása miatt a(t) > 0 ∀t > 0 esetén. Ekkor az
A mátrix lineárisan független oszlopvektorainak illetve, lineárisan függetlensorvektorainak száma n, ezért rang(A) = n. Az 5. tételt alkalmazva adódik,hogy rang(Dn) = n esetén rang(Θ) = n. Ha Dn teljes rangú, a h®mérsékletváltozásra vonatkozó egyenletet is �gyelembe véve, az adgf és g vektormez®káltal generált Lie-algebra dimenziója dim∆c = n + 1. Az 1. tétel szerintekkor a rendszer er®sen elérhet®. 27



Az állítás másik irányának bizonyításához tegyük fel, hogy a rendszerer®sen elérhet®. A 1. tétel miatt dim∆c = n+1, azaz dimΘ = n. Ekkor a 4.tétel szerint dim(Dn) ≥ n, illetve dim(A) ≥ n. Mivel aDn, illetveAmátrixok
n darab oszlopvektormez®t tartalmaznak, dim(Dn) ≤ n, illetve dim(A) ≤ nis teljesülnek, így az egyenl®tlenségeket összevetve dim(Dn) = dim(A) = nadódik. A dim(A) = n feltétel pontosan akkor áll fenn, ha az a kon
entrá
iópozitív. Ekkor a(0) > 0 teljesül.Tehát a rendszer pontosan akkor er®sen elérhet®, ha dim(Dn) = n és
a(0) > 0. �3.3. KörfolyamatokKörfolyamatoknak nevezzük az A1

k1−−→ A2
k2−−→ . . .

kn−1
−−−→ An

kn−−→ A1 alakúreak
iókat, ahol A1,A2, . . . ,An az egyes lépések során keletkez® vegyületeketjelölik, k1, k2, . . . , kn > 0 pedig a megfelel® lépésekhez tartozó reak
iósebes-ségi együtthatók. Legyenek a1, a2, . . . , an ≥ 0 az egyes anyagok kon
entrá
iói.5. Állítás. A körfolyamatok pontosan akkor er®sen elérhet®k a h®mérsékletváltoztatásával, ha a folyamathoz tartozó Dn reak
iódinamikai mátrix rangja
n−1 és az a1(0), a2(0), . . . , an(0) kon
entrá
iók közül legfeljebb az egyik nulla.Bizonyítás. A reak
iófolyamathoz tartozó n × n-es méret¶ sztö
hiometriaimátrix:

γ =



















−1 1 0 . . . 0 0
0 −1 1 . . . 0 0
0 0 −1 . . . 0 0... ... ... . . . ... ...
0 0 0 . . . −1 1
1 0 0 . . . 0 −1



















n×n

.

Ez alapján a folyamatokat az alábbi di�eren
iálegyenlet-rendszer írja le:


















ȧ1
ȧ2
ȧ3...
ȧn
Ṫ



















=



















−k1a1 + k2a2
−k2a2 + k3a3
−k3a3 + k4a4...
−knan + k1a1

k1
β
a1 +

k2
β
a2 + . . .+ kn

β
an



















+



















0
0
0...
0
1



















u,
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ahol u a bemenetet jelöli. A di�eren
iálegyenlet-rendszer ẋ = f(x) + gu alakú,ahol
f =



















−k1a1 + k2a2
−k2a2 + k3a3
−k3a3 + k4a4...
−knan + k1a1

k1
β
a1 +

k2
β
a2 + . . .+ kn

β
an



















, g =



















0
0
0...
0
1



















.A γ sztö
hiometiai mátrix rangja n− 1, az irányított mennyiség dimenziójapedig 1, így az 1. tétel szerint a rendszer pontosan akkor er®sen elérhet®, ha
dim∆c = (n − 1) + 1 = n. Az er®s elérhet®ség vizsgálatához az adgf és gáltal generált Lie-algebrát kifeszít® lineárisan független vektormez®k számátkell vizsgálni.4. Lemma. Az adgf és g vektormez®k által generált Lie-algebra az adg ope-rátor s-edik alkalmazásával adódó Lie-zárójele

ads
gf = (−1)s























−k
(s)
1 a1 + k

(s)
2 a2

−k
(s)
2 a2 + k

(s)
3 a3

−k
(s)
3 a3 + k

(s)
4 a4...

−k
(s)
n an + k

(s)
1 a1

k
(s)
1

β
a1 +

k
(s)
2

β
a2 + . . .+ k

(s)
n

β
an























,

ahol s ∈ {1, 2, . . . , n}.Bizonyítás. A lemmát teljes induk
ióval látom be.Az adgf operátor egyszeri, illetve kétszeri alkalmazásával adódó Lie-zárójelek:
adgf = g′f − f ′g = −f ′g = −



















−k′
1a1 + k′

2a2
−k′

2a2 + k′
3a3

−k′
3a3 + k′

4a4...
−k′

nan + k′
1a1

k′1
β
a1 +

k′2
β
a2 + . . .+ k′n

β
an



















,
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ad2
gf = g′(adgf)− (adgf)

′g = +



















−k′′
1a1 + k′′

2a2
−k′′

2a2 + k′′
3a3

−k′′
3a3 + k′′

4a4...
−k′′

nan + k′′
1a1

k′′1
β
a1 +

k′′2
β
a2 + . . .+ k′′n

β
an



















.

Az adgf , illetve az ad2
gf vektormez® alakja a lemma szerinti s = 1, illetve

s = 2 esetén.Tegyük fel, hogy az (s− 1)-edik lépésben kapott Lie-zárójel
ads−1

g f = (−1)s−1























−k
(s−1)
1 a1 + k

(s−1)
2 a2

−k
(s−1)
2 a2 + k

(s−1)
3 a3

−k
(s−1)
3 a3 + k

(s−1)
4 a4...

−k
(s−1)
n an + k

(s−1)
1 a1

k
(s−1)
1

β
a1 +

k
(s−1)
2

β
a2 + . . .+ k

(s−1)
n

β
an





















módon írható. Az adn−1
g f Lie-zárójel ismeretében az adn

gf vektormez® az
ads

gf = g′(ads−1
g f)− (ads−1

g f)′g = −(ads−1
g f)′gösszefüggés alapján határozható meg. Az induk
iós feltételt felhasználva az

adgf operátor s-edik alkalmazásával adódó Lie-zárójel
ads

gf = (−1)s























−k
(s)
1 a1 + k

(s)
2 a2

−k
(s)
2 a2 + k

(s)
3 a3

−k
(s)
3 a3 + k

(s)
4 a4...

−k
(s)
n an + k

(s)
1 a1

k
(s)
1

β
a1 +

k
(s)
2

β
a2 + . . .+ k

(s)
n

β
an





















alakú, így teljesül a lemma. �A lineáris függetlenség ebben az esetben is a soros reak
iókhoz hasonlómódon vizsgálható. 30



Hagyjuk el az ads
gf Lie-zárójelek utolsó koordinátáit, az így kapott vektor-mez®ket jelölje ads
gfl. Az ads

gfl Lie-zárójel felbontható egy n×n és egy n×1méret¶ mátrix szorzatává:
ads

gfl = (−1)s

















−k
(s)
1 a1 + k

(s)
2 a2

−k
(s)
2 a2 + k

(s)
3 a3

−k
(s)
3 a3 + k

(s)
4 a4...

−k
(s)
n an + k

(s)
1 a1

















n×1

=

= (−1)s



















−a1 a2 0 . . . 0 0
0 −a2 a3 . . . 0 0
0 0 −a3 . . . 0 0... ... ... . . . . . . ...
0 0 0 . . . −an−1 an
a1 0 0 . . . 0 −an



















n×n





















k
(s)
1

k
(s)
2

k
(s)
3...

k
(s)
n−1

k
(s)
n





















n×1

.

Ez az átalakítás minden s ∈ {1, 2, . . . , n} esetén megtehet®.Jelölje Θ az ads
gfl, s = 1, 2, . . . n Lie-zárójelekb®l képezhet® mátrixot:

Θ =
(

adgfl ad2
gfl . . . adn

gfl
)

n×n
.A Θ mátrix n-edik sorából álló vektormez® a többi sorvektormez®vel lineári-san összefügg, így az n-edik sort elhagyva a mátrixból a rang nem változik.Jelölje Θ2 a Θ mátrix n-edik sorának elhagyásával kapott mátrixot.Ekkor Θ2 felbontható a következ® alakú mátrixok szorzatává:

Θ2 = ADn,ahol A kon
entrá
iókat tartalmazó szorzótényez®t jelöli, Dn pedig az n-edikreak
iódinamikai mátrix:
A =



















−a1 a2 0 . . . 0 0
0 −a2 a3 . . . 0 0
0 0 −a3 . . . 0 0... ... ... . . . . . . ...
0 0 0 . . . an−2 0
0 0 0 . . . −an−1 an



















n×n−1

,
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Dn =

















−k′
1 k′′

1 . . . (−1)n−1k
(n−1)
1

−k′
2 k′′

2 . . . (−1)n−1k
(n−1)
2

−k′
3 k′′

3 . . . (−1)n−1k
(n−1)
3... ... . . . ...

−k′
n−1 k′′

n−1 . . . (−1)n−1k
(n−1)
n−1

















n−1×n−1

.A kémiai reak
iók pozitivitása miatt a1(0), a2(0), . . . , an(0) > 0 eseténa a1(t), a2(t), . . . , an(t) > 0 ∀t > 0 esetén teljesül. Ha az a1, a2, . . . ,
an kon
entrá
iók közül legfeljebb egy nulla, az A mátrix oszlopvektoraibólképezhet® vektormez®k között pontosan n − 1 lineárisan független van, így
rang(A) = n−1. A 5. tétel szerint ha a Dn−1 reak
iódinamikai mátrix rangja
n − 1, akkor rang(Θ) = n − 1 is teljesül. Ebben az esetben a h®mérsékletváltozásra vonatkozó egyenletet is �gyelembe véve, az adgf és g vektormez®káltal generált Lie-algebra dimenziója dim∆c = (n− 1) + 1 = n. Az 1. tételalapján ekkor a rendszer er®sen elérhet®.A bizonyítás másik irányához tegyük fel, hogy er®sen elérhet® a rendszer.A 1. tétel szerint ekkor dim∆c = n, azaz dim(Θ) = n − 1. A 4. tételb®lkövetkezik, hogy dim(A) és dim(Dn) ≥ n− 1. Mivel dim(A) ≤ n− 1, illetve
dim(Dn−1) ≤ n − 1 is fennáll, az egyenl®tlenségeket összevetve dim(A) =
dim(Dn) = n−1 adódik. A rang(A) = n−1 feltétel pontosan akkor teljesül,ha az a1, a2, . . . , an kon
entrá
iók közül legfeljebb egy nulla, azaz a kiindulási
a1(0), a2(0), . . . , an(0) kon
entrá
iók közül legfeljebb az egyik lehet nulla.Tehát a rendszer pontosan akkor er®sen elérhet®, ha a folyamathoz tar-tozó Dn reak
iódinamikai mátrix rangja n − 1 és az a1(0), a2(0), . . . , an(0)kon
entrá
iók közül legfeljebb egy nulla. �Az eddig áttekintett reak
iótípusoknál minden egyes reak
iólépés soránpontosan egy anyag alakult át pontosan egy másik anyaggá. A követke-z®kben olyan reak
iótípusok er®sen elérhet®ségét vizsgálom, ahol az egyesreak
iólépések során többféle kiindulási anyag lehet, illetve többféle termékkeletkezhet.3.4. Egylépéses, nem elágazó reak
iókEgylépéses, nem elágazó reak
ióknak nevezzük a ∑I

i=1Ai
k

−−→
∑J

j=1Bjalakú reak
iókat, ahol Ai (i = 1, 2, . . . , I, I ∈ Z+) a kiindulási anyagokat,
Bj (j = 1, 2, . . . , J , J ∈ Z+) pedig a reak
ió során keletkez® anyagokat jelö-32



lik. Legyenek ai, illetve bj a megfelel® kon
entrá
iók, ahol ai, bj ≥ 0 ∀i, ∀jindexre. Jelölje k > 0 a reak
iólépéshez tartozó reak
iósebességi együtthatót.El®ször azokat a reak
iókat vizsgálom, ahol I = J = 2.6. Állítás. Az I=J=2 esetén az egylépéses, nem elágazó kémiai reak
iók pon-tosan akkor er®sen elérhet®k a h®mérséklet változtatásával, ha az a(0), illetve
b(0) kiindulási kon
entrá
iók pozitívak.Bizonyítás. Ezen reak
iók A+B

k
−−→ C+D alakban írhatók. Legyeneka kiindulási anyagok kon
entrá
iói a, illetve b, a keletkez® anyagoké pedig cés d. Tegyük fel, hogy az a(0) 6= 0 és b(0) 6= 0.A reak
iófolyamathoz tartozó sztö
hiometriai mátrix a következ®:

γ =









−1
−1
1
1









.Ekkor a rendszert leíró di�eren
iálegyenlet-rendszer ẋ = f(x) + gu alakbanírva a következ®:












ȧ

ḃ

ċ

ḋ

Ṫ













=













−kab

−kab

kab

kab
k
β
ab













+













0
0
0
0
1













u,ahol u a bemenet,
f =













−kab

−kab

kab

kab
k
β
ab













, g =













0
0
0
0
1













.Mivel a γ sztö
hiometiai mátrix rangja, illetve az irányított mennyiség di-menziója is 1, az 1. tétel szerint a rendszer pontosan akkor er®sen elérhet®,ha dim∆c = 1 + 1 = 2. A rendszer er®sen elérhet®ségének vizsgálatához a gés adgf vektormez®k által generált Lie-algebrát kifeszít® lineárisan független33



vektormez®k számát kell megvizsgálni. Az adgf operátor egyszeri alkalma-zásával az alábbi Lie-zárójelet kapjuk:
adgf = g′f − f ′g = −













−k′ab

−k′ab

k′ab

k′ab
k′

β
ab













.A k reak
iósebességi együttható k = k0e
−E

RT alakú, ahol k0, E és R nemnulla konstansok. A k′ derivált k′ = ( E
RT 2 )k0e

−E

RT alakú, így k′ 6= 0. Feltettük,hogy a(0) 6= 0 és b(0) 6= 0, ezért a kémiai rendszerek pozitivitása miatt
∀t ≥ esetén fennáll, hogy a(t) 6= 0 és b(t) 6= 0. Ebb®l adódik hogy az adgfLie-zárójel minden koordinátája pozitív. Ekkor a g és adgf Lie-zárójeleklineárisan függetlenek, így az adgf és g vektormez®k által generált Lie-algebradimenziója dim∆c = 2. Tehát a rendszer er®sen elérhet®.Tegyük fel, hogy er®sen elérhet® a rendszer. Ekkor az 1. tétel szerint
dim(∆c) = 2, azaz a g és adgf vektormez®k lineárisan függetlenek. Így
a(t) > 0 és b(t) > 0 ∀t ≥ 0 esetén teljesül, így az a(0) > 0 és b(0) > 0 feltételfennáll. �Második lépésben az I + J = n állapotváltozót tartalmazó rendszerbenértelmezett, egylépéses, nem elágazó folyamatok h®mérséklet-változtatássalvaló er®sen elérhet®ségét vizsgálom.7. Állítás. Az általános egylépéses, nem elágazó folyamatok pontosan akkorer®sen elérhet®k a h®mérséklet változtatásával, ha az a1(0), a2(0), . . . , aI(0)kon
entrá
iók pozitívak.Bizonyítás. A reak
iófolyamatot leíró sztö
hiometriai mátrix a következ®:

γ =



























−11
−12...
−1I
11
12...
1J



























n×1

.
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A sztö
hiometriai mátrix els® I koordinátája a kiindulási, a második J koor-dináta a keletkez® anyagokra vonatkozik. A rendszert leíró di�eren
iálegyenlet-rendszer ẋ = f(x) + gu alakban írva a következ®:
































ȧ1
ȧ2...̇
aI
ḃ1
ḃ2...
ḃJ
Ṫ

































=

































−ka1 . . . aI
−ka1 . . . aI...
−ka1 . . . aI
ka1 . . . aI
ka1 . . . aI...
ka1 . . . aI
k
β
a1 . . . aI

































+































0
0...
0
0
0...
0
1































u,

ahol u a rendszer bemenete,
f =

































−ka1 . . . aI
−ka1 . . . aI...
−ka1 . . . aI
ka1 . . . aI
ka1 . . . aI...
ka1 . . . aI
k
β
a1 . . . aI

































, g =































0
0...
0
0
0...
0
1































.

Az I = J = 2 esethez hasonlóan a γ sztö
hiometiai mátrix rangja, illetve azirányított mennyiség dimenziója is 1. Az 1. tétel szerint a rendszer pontosanakkor er®sen elérhet®, ha dim∆c = 1+1 = 2. Ahhoz, hogy eldönthet® legyen,er®sen elérhet®-e a rendszer, a g és adgf vektormez®k által generált Lie-algebrát kifeszít® lineárisan független vektormez®k számát kell megvizsgálni.
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Az adgf Lie-zárójel a következ® alakban írható:
adgf = −

































−k′a1 . . . aI
−k′a1 . . . aI...
−k′a1 . . . aI
k′a1 . . . aI
k′a1 . . . aI...
k′a1 . . . aI
k′

β
a1 . . . aI

































.

A k reak
iósebességi együttható k = k0e
−E

RT alakú, ahol k0, E és R nemnulla konstansok. A k′ derivált k′ = ( E
RT 2 )k0e

−E

RT alakban írható, így k′ 6= 0.Az állítás feltétele szerint ∀i index esetén fennáll, hogy ai(0) 6= 0, ezérta pozitivitás miatt ∀t > 0 id®pontra ai(t) 6= 0 is teljesül. Mivel ekkoraz adgf Lie-zárójel egyik koordinátája sem nulla, a g és adgf Lie-zárójeleklineárisan függetlenek, így az adgf és g vektormez®k által generált Lie-algebradimenziója dim∆c = 2. Az 1. tétel szerint a rendszer er®sen elérhet®.Az állítás megfordításának bizonyításához tegyük fel, hogy a rendszerer®sen elérhet®. A 1. tétel miatt ebben az esetben dim(∆c) = 2, azaz ha
g és adgf vektormez®k lineárisan függetlenek. Ez a1(t) > 0 a2(t) > 0, . . . ,
aI(t) > 0 ∀t ≥ 0 esetén áll fenn, így az a1(0) a2(0), . . . , aI(0) kon
entrá
iókpozitívak.Tehát az egylépéses, nem elágazó folyamatok pontosan akkor er®sen elér-het®k a h®mérséklet változtatásával, ha az a1(0), a2(0), . . . , aI(0) kiindulásikon
entrá
iók mindegyike pozitív. �2. Megjegyzés. n = 1 esetén az egylépéses, nem elágazó reak
iók nem ér-telmezhet®k. n = 2 esetén a reak
ió A −−→ B alakú, azaz a soros reak
iókegy spe
iális esetét kapjuk vissza.
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4. fejezetIrányíthatóság vizsgálata spe
iálisalakú reak
iók esetén akon
entrá
ió változtatásávalAz ipari folyamatok során gyakran kívülr®l avatkoznak be a rendszerbe, hogybefolyásolják a kémiai reak
iók kimenetelét. A reak
iók jelent®s részénekirányítása a kon
entrá
ió változtatásával történik, mivel ezt a paramétertkönnyen tudjuk változtatni. Fontos ismerni egy adott folyamat esetében,mely vegyületek kon
entrá
ióját válasszuk bemenetnek a megfelel® végtermé-kek eléréséhez, mivel így a folyamat gazdaságosabbá és környezetkímél®bbétehet®.Ahhoz, hogy el tudjuk dönteni, irányítható-e a rendszer, a g és [f, g] vek-tormez®k által generált Lie-algebrát kifeszít® lineárisan független vektorme-z®k számát kell meghatározni. A generált Lie-algebra elemeinek egyszer¶bbkezeléséhez a 3. fejezetben bevezetett adgf operátorhoz hasonló módon de-�niálom az adfg operátort:12. De�ní
ió. Legyen f ∈ C∞(RN), g ∈ C∞(RN).De�niáljuk az adfg : C∞(RN) × C∞(RN) → C∞(RN ) operátort a követ-kez®képpen:
ad0

fg = f, (4.1)
adfg = [f, g] = g′f − f ′g, (4.2)

adn
fg = (adn−1

f g)′f − f ′(adn−1
f g). (4.3)37



A fejezetben spe
iálisan a kon
entrá
ióváltoztatással való er®sen elérhe-t®ségét és egzakt linearizálhatóságot vizsgálom. Az egzakt linearizálhatóságvizsgálatához a következ® tételt használom [10℄:6. Tétel. Az ẋ(t) = f(x) + g(x)u di�eren
iálegyenlettel jellemezhet® rend-szer az x∗ pontban egzakt linearizálható, ha
1. a (g(x∗) adfg(x

∗) ad2
fg(x

∗) . . . adn−1
f g(x∗)) mátrix teljes rangú;

2. a ∆ = span{g, adfg, ad2
fg, . . . , adn−2

f g} disztribú
ió involutív az x∗pont egy környezetében.Ha a tétel feltételei teljesülnek, a rendszer az x∗ pont egy környezetében lo-kálisan irányítható, így a fenti feltételek az irányíthatóság elégséges feltételeiis egyben.Jelölje k̃r a kr reak
iósebességi együttható kon
entrá
iófüggését. A k̃r(t) =

kr,0e
−Er

RT (t) reak
iósebességi együttható a kon
entrá
iótól független, így az irá-nyíthatóság vizsgálatánál skalár szorzóként viselkedik.Ha a kon
entrá
ió változtatásával szeretnénk a rendszert irányítani, ah®mérséklet-szabályozással való irányítástól eltér®en, többféle bemenet is le-hetséges és az irányíthatóság függhet attól, melyik vegyület kon
entrá
iójá-nak változtatásával irányítunk. Ha az i index¶, Ai, i ∈ {1, 2, . . . , n} anyag-fajta kon
entrá
ióját választjuk bemenetnek, ahol n a rendszerben találhatóanyagfajták számát jelöli, a rendszert leíró di�eren
iálegyenlet-rendszerbenaz Ai anyagfajta kon
entrá
iójára vonatkozó ȧi = fi egyenlet ȧi(t) = fi(t)+u-ra módosul. Ahhoz, hogy megadható legyen, mely pontokban irányítható arendszer, a reak
ióban résztvev® összes vegyület esetében meg kell vizsgálni,hogy az adott anyagnak a kon
entrá
ióját változtatva tudjuk-e a folyamatotirányítani.A következ® alfejezetekben spe
iális alakú, egybemenet¶ rendszerek eseté-ben vizsgálom, mely vegyületek kon
entrá
ióját választhatjuk bemenetnekahhoz, hogy a folyamat er®sen elérhet®, illetve egzakt linearizálható legyen.4.1. Soros reak
iókTekintsük az A1
k̃1−−→ A2

k̃2−−→ . . .
k̃n−1
−−−→ An alakú, (n− 1) lépésb®l álló sorosreak
iókat. Jelölje a megfelel® anyagok kon
entrá
ióit a1, a2, . . . , an ≥ 0.El®ször spe
iálisan a kétlépéses soros reak
iók egzakt linearizálhatóságát,illetve er®sen elérhet®ségét vizsgálom.38



8. Állítás. A kétlépéses soros reak
iók a kiindulási vegyület kon
entrá
iójá-nak változtatásával egzakt linearizálhatók, az egyes lépésekben keletkez® ve-gyületek kon
entrá
iójának változtatásával azonban nem.Bizonyítás. A kétlépéses soros reak
iók
A

k̃1−−→ B
k̃2−−→ Calakúak, ahol A, B és C az egyes vegyületeket jelölik, a, b, c pedig a megfelel®vegyületekhez tartozó kon
entrá
iók. A reak
ióhoz tartozó sztö
hiometriaimátrix:

γ =





-1 01 -10 1 

 .Ha a reak
iót az A kiindulási anyag kon
entrá
iójának változtatásával sze-retnénk irányítani, a rendszert leíró di�eren
iálegyenlet-rendszer
ȧ = −k̃1a + u

ḃ = k̃1a− k̃2b

ċ = k̃2balakú, ahol u az irányítást adja meg. Ez alapján az f és g vektormez®k akövetkez®k:
f =





−ak̃1
ak̃1 − bk̃2

bk̃2



 ,

g =





1
0
0



 .Mivel a reak
ióhoz tartozó sztö
hiometriai altér dimenziója 2, az a kon
ent-rá
ió dimenziója pedig 1, az 1. tétel alapján pontosan akkor er®sen elérhet®a rendszer, ha dim∆c = 3 teljesül. Ahhoz hogy az irányíthatósági disztribú-
ió dimenzióját meghatározzuk, az f és g vektormez®k által meghatározottLie-zárójelek függetlenségét kell vizsgálni. Az adfg és ad2
fg Lie-zárójelek akövetkez®k:

adfg =





k̃1
−k̃1
0



 ,39



ad2
fg =





k̃2
1

−k̃1(k̃1 + k̃2)

k̃1k̃2



 .Látható, hogy a g, adfg, ad2
fg vektormez®k lineárisan függetlenek, mivel

k̃1 és k̃2 reak
iósebességi együtthatók értéke sosem lehet nulla. Teljesül a
dim∆c = 3 feltétel, így a reak
ió bármely kezd®állapotból kiindítva er®senelérhet®, azaz teljesül a 6. tétel 1. feltétele.Az adfg és ad2

fg vektormez®k minden koordinátája konstans. Mivel kons-tans vektormez®k Lie-zárójele nullvektormez®, a 6. tétel 2. feltétele is fennáll,így az A vegyület kon
entrá
ióját tekintve bemenetnek a rendszer egzakt li-nearizálható.Ha a rendszert a B anyag kon
entrá
iójának változtatásával szeretnénkirányítani, a rendszert leíró módosított di�eren
iálegyenlet-rendszer a követ-kez®:
ȧ = −k̃1a

ḃ = k̃1a− k̃2b+ u

ċ = k̃2b.Az f vektormez® nem módosul az el®z® esethez képest, a g vektormez® újalakja pedig:
g =





0
1
0



 .Az f és g vektormez®k által meghatározott Lie-zárójelek ekkor:
adfg =





0

k̃2
−k̃2



 ,

ad2
fg =





0

k̃2
2

−k̃2
2



 .Mivel ad2
fg = k̃2adfg teljesül, az adfg, ad2

fg Lie-zárójelek lineárisan függ®kés a g, adfg, illetve ad2
fg vektormez®k 2 dimenziós alteret feszítenek ki. Mivel

dim(∆c) < 3, az 1. tétel szerint ekkor a rendszer nem er®sen elérhet®.40



Ha a C anyag kon
entrá
iójának változtatását választjuk bemenetnek, arendszert az alábbi di�eren
iálegyenlet-rendszer írja le:
ȧ = −k̃1a

ḃ = k̃1a− k̃2b

ċ = k̃2b+ u.Az f vektormez® nem módosul az el®z® két esethez képest, a g vektormez®azonban igen:
g =





0
0
1



 .Az adfg Lie-zárójel ebben az esetben
adfg = g′f − f ′g = −f ′g =





0
0
0



alakú, mivel az f vektormez® mindegyik koordinátája független a C vegyületkon
entrá
iójától. Hasonlóan az ad2
fg vektormez® is azonosan 0 vektornakadódik. Így a g, adfg, illetve ad2

fg vektormez®k 1 dimenziós alteret feszí-tenek ki. Az 1. tétel alapján a rendszer a C vegyület kon
entrá
iójánakváltoztatásával sem er®sen elérhet®.Beláttuk, hogy a B vagy a C vegyület kon
entrá
ióját választva bemenetneka rendszer nem er®sen elérhet®, így ezekben az esetekben az egzakt lineari-zálhatóság sem teljesül.Tehát kétlépéses, soros reak
iókat a rendszerben jelen lév® anyagok kö-zül 
sak a kiindulási vegyület kon
entrá
iójának változtatásával lehet egzaktlinearizálni. �1. Következmény. A bizonyításból látszik, hogy a kétlépéses soros reak
ióka kiindulási vegyület kon
entrá
iójának változtatásával er®sen elérhet®k, areak
iólépések során keletkez® vegyületek kon
entrá
iójának változtatásávalazonban nem.Második lépésben általános, (n− 1) lépésb®l álló soros reak
iók kon
ent-rá
ió változtatással való egzakt linearizálhatóságának feltételét vizsgálom.41



9. Állítás. Az A1
k̃1−−→ A2

k̃2−−→ . . .
k̃n−1
−−−→ An alakú reak
iók az A1 anyagkon
entrá
iójának változtatását választva bemenetnek egzakt linearizálhatók,a reak
ióban résztvev® további vegyületek kon
entrá
iójának változtatásávalazonban nem lehet a rendszert egzakt linearizálni.Bizonyítás. Az A1

k̃1−−→ A2
k̃2−−→ . . .

k̃n−1
−−−→ An folyamathoz tartozó n ×

(n−1)-es méret¶ sztö
hiometriai mátrix a 3.1 esethez hasonlóan a következ®alakba írható:
γ =



















−1 0 0 . . . 0 0
1 −1 0 . . . 0 0
0 1 −1 . . . 0 0... ... ... . . . ... ...
0 0 0 . . . 1 −1
0 0 0 . . . 0 1



















n×(n−1)

.

A rendszert leíró di�eren
iálegyenlet-rendszer alakja nem egyértelm¶, függattól, melyik vegyület kon
entrá
iójának változtatásával szeretnénk irányí-tani a folyamatot.El®ször a kiindulási A1 vegyület kon
entrá
iójának változtatásával valóegzakt linearizálhatóságot vizsgálom.Ekkor a rendszert leíró di�eren
iálegyenlet-rendszer ẋ = f(x) + gu alak-ban írva














ȧ1
ȧ2...
ȧn−1

ȧn















=















−k̃1a1
k̃1a1 − k̃2a2...

k̃n−2an−2 − k̃n−1an−1

k̃n−1an−1















+















1
0...
0
0















u,ahol u az irányítást adja meg. Az f és g vektormez®k a következ®k:
f =















−k̃1a1
k̃1a1 − k̃2a2...

k̃n−2an−2 − k̃n−1an−1

k̃n−1an−1















, g =















1
0...
0
0















.
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Mivel az irányított mennyiség dimenziója 1, a γ sztö
hiometiai mátrix rangjapedig (n − 1), az 1. tételt felhasználva adódik, hogy a rendszer pontosanakkor er®sen elérhet®, ha dim∆c = (n − 1) + 1 = n. Az er®sen elérhet®ségeldöntéséhez az f és adfg vektormez®k által generált Lie-algebrát kifeszít®vektormez®k lineáris függetlenségét kell megvizsgálni.5. Lemma. Az ads
fg Lie-zárójel (s+1)-edik koordinátája (−1)n

∏s

i=1 k̃i alakú,ahol s ∈ {1, 2, . . . , n− 1}, illetve az (s+2)-edik, (s+3)-adik, . . . , n-edik ko-ordináták mindegyike 0.Bizonyítás. A lemmát a teljes induk
ió módszerével látom be.A generált Lie-algebrát kifeszít® vektormez®k közül, az adfg vektormez®
adfg = g′f − f ′g = −f ′g = −Jgmódon számolható, ahol J az f vektormez® Ja
obi-mátrixa:

J =























−k̃1 0 . . . 0 0 0

k̃1 −k̃2 . . . 0 0 0

0 k̃2 . . . 0 0 0... ... . . . ... ... ...
0 0 . . . −k̃n−2 0 0

0 0 . . . k̃n−2 −k̃n−1 0

0 0 . . . 0 k̃n−1 0























.

Ezt felhasználva az adfg Lie-zárójel
adfg = −Jg = −























−k̃1
k̃1
0...
0
0
0





















alakban írható, az ad2(f, g) Lie-zárójel pedig
ad2

fg = (adfg)
′f − f ′adfg = −f ′adfg = −J(adfg)43



módon számolható és
ad2

fg = −J(adfg) = (−1)2























k̃2
1

−k̃2
1 − k̃1k̃2
k̃1k̃2
0...
0
0





















alakú. Látható, hogy s = 1, illetve s = 2 esetén teljesül a lemma.Tegyük fel, hogy az ads−1
f g Lie-zárójel s-edik koordinátája (−1)n

∏s−1
i=1 k̃i,a nála nagyobb index¶ koordináták pedig 0-val egyenl®k. Jelölje az els®

(s− 1) koordinátát x1, x2, . . ., xs−1. Ezzel a jelöléssel az ads−1
f g Lie-zárójel

ads−1
f g =



























x1

x2...
xs−1

(−1)s−1
∏s−1

i=1 k̃i
0
0
0

























alakban írható. Az ads
fg vektormez® az ads−1

f g Lie-zárójel ismeretében
ads

fg = (ads−1
f g)′f − f ′(ads−1

f g) = −J(ads−1
f g)módon számolható. Az ads

fg vektormez® (s+1)-edik koordinátája a J Ja
obi-mátrix (s+ 1)-edik sorának és az ads−1
f g Lie-zárójel (−1)-szeresének szorza-taként kapható meg. Az induk
iós feltételt felhasználva ads

fg vektormez®
(s+ 1)-edik koordinátája:

(ads
fg)s+1 = (−1)k̃s(−1)s−1

s−1
∏

i=1

k̃i = (−1)s
s
∏

i=1

k̃i.Mivel az ads−1
f g Lie-zárójel s-nél nagyobb index¶ koordinátái mind 0-k, il-letve a J Ja
obi-mátrix s-nél nagyobb index¶ sorainak els® s eleme 0, ezeknek44



a soroknak az ads−1
f g Lie-zárójellel vett szorzata 0 lesz, azaz az ads

fg vek-tormez® (s + 1)-nél nagyobb index¶ koordinátái mind 0-nak adódnak. Így
∀ s ∈ {1, 2, . . . , n− 1} esetén teljesül a lemma. �2. Következmény. Az ads

fg, s ∈ {1, 2, . . . , n − 1} Lie-zárójelek mindegyikkoordinátája konstans.Jelölje Θ a g, adfg, ad2
fg, . . . , adn−1

f g Lie-zárójelekb®l képezhet® mátri-xot. Az 5. lemmát felhasználva adódik, hogy Θ egy fels®-háromszögmátrix,így a Θ mátrix determinánsa a f®átlóban szerepl® elemek szorzataként kap-ható meg. A f®átló els® eleme 1, a többi elem pedig az 5. lemma szerint
(−1)s

∏s

i=1 alakú, ahol s ∈ {1, 2, . . . , n − 1}. Ezt felhasználva det(Θ) =
∏n−1

s=1 ((−1)s
∏s

i=1), ami nem lehet 0-val egyenl®, mivel a sebességi együtt-hatók mindegyike pozitív. Mivel det(Θ) 6= 0, a Θ mátrix rangja n, azaz nlineárisan független oszlopvektora van a mátrixnak. A g, adfg, . . . , adn−1
f gvektormez®k lineárisan függetlenek, tehát a rendszer er®sen elérhet®, azaz a6. tétel 1. feltétele teljesül.A 5. lemma következményeként adódik, hogy az ads

fg Lie-zárójelek mindenkoordinátája konstans. Mivel konstans vektormez®k egymással képzett Lie-zárójele nullvektormez®, a 6. tétel 2. feltétele is fennáll, így az A1 kiindulásianyag kon
entrá
iójának változtatásával a rendszer egzakt linearizálható.Második lépésben az As, s ∈ {2, 3, . . . , n} vegyület kon
entrá
iójánakváltoztatásával való egzakt linearizálhatóságot vizsgálom.Ebben az esetben a rendszert leíró di�eren
iálegyenlet-rendszer ẋ = f(x)+
gu alakban írva:























ȧ1
ȧ2
ȧ3...
ȧn−2

ȧn−1

ȧn























=























−k̃1a1
k̃1a1 − k̃2a2
k̃2a2 − k̃3a3...

k̃n−2an−2 − k̃n−1an−1

k̃n−2an−2 − k̃n−1an−1

k̃n−1an−1























+























01...
0s−1

1s
0s+1...
0n























u,

ahol u az irányítást adja meg az f és g vektormez®k pedig a következ®k:
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f =























−k̃1a1
k̃1a1 − k̃2a2
k̃2a2 − k̃3a3...

k̃n−2an−2 − k̃n−1an−1

k̃n−2an−2 − k̃n−1an−1

k̃n−1an−1























, g =























01...
0s−1

1s
0s+1...
0n























.

Az irányított mennyiség dimenziója ebben az esetben is 1, a γ sztö
hiometiaimátrix rangja pedig (n − 1), így az 1. tétel szerint a rendszer pontosanakkor er®sen elérhet®, ha dim∆c = (n − 1) + 1 = n. Az er®sen elérhet®ségvizsgálatához az f és adfg vektormez®k által generált Lie-algebrát kifeszít®vektormez®k lineáris függetlenségét kell megvizsgálni.6. Lemma. Az ads
fg Lie-zárójel els® koordinátája ∀ s ∈ {1, 2, . . . , n − 1}esetén 0.Bizonyítás. A lemmát teljes induk
ióval bizonyítom. Az adfg Lie-zárójelalakja függ attól, hogy az An végtermék, vagy valamelyik köztes vegyületkon
entrá
iójának változása a bemenet. Ha köztes vegyület kon
entrá
ió-jának változásával szeretnénk a rendszert er®sen elérhet®vé tenni, az adfgLie-zárójel
adfg = g′f − f ′g = −Jg = −



























0...
0

−k̃s
k̃s
0
. . .

0

























alakú, ahol J az f vektormez® Ja
obi-mátrixa. Ha az An végtermék kon
ent-rá
iójának változását választjuk bemenetnek, az adfg Lie-zárójel minden ko-ordinátája 0 lesz, mivel a J Ja
obi-mátrix utolsó sora azonosan 0. Így s = 1esetén teljesül a feltétel.Tegyük fel, hogy az ads−1
f g Lie-zárójel els® koordinátája 0. Az ads

fg vek-tormez® az ads−1
f g vektormez® ismeretében az
ads

fg = (ads−1
f g)′f − f ′(ads−1

f g) = −Jads−1
f g46



összefüggés alapján számolható. A Ja
obi-mátrix els® sorának 
sak az els®eleme nem 0. Az induk
iós feltétel szerint az ads−1
f g els® koordinátája 0, ígyaz −Jads−1

f g szorzat els® koordinátája szintén 0 lesz, azaz az ads
fg Lie-zárójelels® koordinátája 0. Ebb®l adódik, hogy a lemma ∀ s ∈ {1, 2, . . . , n − 1}esetén teljesül. �JelöljeΘ a g, adfg, ad2

fg, . . . , adn−1
f g Lie-zárójelekb®l képezhet® mátrixot.A g vektormez® els® koordinátája a feltétel szerint 0. A 6 lemmából adódik,hogy Θ mátrix els® sorának a további elemei is 0-k. Mivel det(Θ) = 0, a Θmátrix rangja kisebb, mint n, azaz a g, adfg, ad2

fg, . . . , adn−1
f g Lie-zárójeleklineárisan függ® rendszert alkotnak.Az 1. tétel szerint s ∈ {2, 3, . . . , n} esetén az As vegyület kon
entrá
iójá-nak változtatásával a rendszer nem er®sen elérhet®, így az egzakt linearizál-hatóság sem áll fenn.A két lépésb®l következik, hogy a soros reak
iók az A1 kiindulási anyagkon
entrá
iójának változtatásával egzakt linearizálhatók, a reak
ióban részt-vev® további vegyületek kon
entrá
iójának változtatásával azonban nem. �3. Következmény. A bizonyításból látszik, hogy a soros reak
iók a kiindu-lási anyag kon
entrá
iójának változtatásával er®sen elérhet®k, a reak
ióbanrésztvev® további vegyületek kon
entrá
iójának változtatásával azonban nemer®sen elérhet® a rendszer.4.2. Párhuzamos reak
iókPárhuzamos reak
ióknak nevezzük azokat a kémiai reak
iókat, ahol egy adottkiindulási anyagból többféle termék is keletkezhet.Tekintsük a A

k̃1−−→ B1, A k̃2−−→ B2, . . ., A k̃n−−→ Bn alakú párhuzamos reak-
iókat, ahol A a kiindulási anyag, B1,B2, . . . ,Bn, a különböz® reak
iókbankeletkez® termékek. Legyenek a megfelel® anyagok kon
entrá
iói a, b1, b2,
. . ., bn ≥ 0.10. Állítás. A párhuzamos reak
iók a kon
entrá
ió változtatásával nem er®-sen elérhet®k.Bizonyítás. A reak
iófolyamatot a 3.2 esethez hasonlóan a következ®
(n+ 1)× n-es méret¶ sztö
hiometriai mátrixszal adhatjuk meg:47



γ =























−1 −1 −1 . . . −1 −1
1 0 0 . . . 0 0
0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0... ... ... . . . ... ...
0 0 0 . . . 1 0
0 0 0 . . . 0 1























(n+1)×n

.

A folyamatokat leíró di�eren
iál-rendszer alakja függ attól, melyik anyagkon
entrá
iójának változtatását választjuk bemenetnek.Els® lépésben az A kiindulási anyag kon
entrá
iójának változtatásávalvaló er®sen elérhet®séget vizsgálom. Ekkor a folyamatokat leíró di�eren
iálegyenlet-rendszer ẋ = f(x) + gu alakban írva:














ȧ

ḃ1
ḃ2...
ḃn















=















−k̃1a− k̃2a− . . .− k̃na

k̃1a

k̃2a...
k̃na















+















1
0
0...
0















u,ahol u a bemenetet jelöli,
f =















−k̃1a− k̃2a− . . .− k̃na

k̃1a

k̃2a...
k̃na















, g =















1
0
0...
0















.A γ sztö
hiometiai mátrix rangja n, az irányított mennyiség dimenziója pe-dig 1. Az 1. tétel szerint a rendszer pontosan akkor er®sen elérhet®, ha
dim∆c = n + 1. Az er®sen elérhet®ség eldöntéséhez az adfg és g vektorme-z®k által generált Lie-algebrát kifeszít® vektormez®k lineáris függetlenségétkell megvizsgálni.
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7. Lemma. Az ads
fg Lie-zárójel minden s ∈ {1, 2, . . . , n} esetén

ads
fg = (−1)s(−k̃1 − k̃2 − . . .− k̃n)

s−1















−k̃1 − k̃2 − . . .− k̃n
k̃1
k̃2...̃
kn













alakban írható.Bizonyítás. A lemmát teljes induk
ióval bizonyítom.Az adfg Lie-zárójel az
adfg = g′f − f ′g = −f ′g = −Jgösszefüggés alapján számítható, ahol J az f vektormez® Ja
obi-mátrixa:

J =















−k̃1 − k̃2 − . . .− k̃n 0 0 . . . 0

k̃1 0 0 . . . 0

k̃2 0 0 . . . 0... ... ... . . . ...
k̃n 0 0 . . . 0















.Ezt felhasználva az adfg Lie-zárójel
adfg = −Jg = −















−k̃1 − k̃2 − . . .− k̃n
k̃1
k̃2...̃
kn













alakú, az ad2
fg vektormez® pedig

ad2
fg = (−1)2(−k̃1 − k̃2 − . . .− k̃n)















−k̃1 − k̃2 − . . .− k̃n
k̃1
k̃2...̃
kn













49



alakban írható. Látható, hogy s = 1 és s = 2 esetén teljesül a lemma.Tegyük fel, hogy az ads−1
f g Lie-zárójel alakja a következ®:

ads−1
f g = (−1)s−1(−k̃1 − k̃2 − . . .− k̃n)

s−2















−k̃1 − k̃2 − . . .− k̃n
k̃1
k̃2...̃
kn















.Az ads
fg Lie-zárójel az ads−1

f g vektormez® ismeretében az
ads

fg = (ads−1
f g)′f − f ′(ads−1

f g) = −J(ads−1
f g)összefüggés alapján számolható. Az induk
iós feltételt felhasználva a vektor-mez®

ads
fg = (−1)s(−k̃1 − k̃2 − . . .− k̃n)

s−1















−k̃1 − k̃2 − . . .− k̃n
k̃1
k̃2...̃
kn













alakú, így a lemma teljesül. �A 7. lemma következményeként adódik, hogy a g, adfg, ad2
fg . . . , adn

fgvektormez®k lineárisan függ® rendszert alkotnak. Mivel dim∆c < n + 1, az1. tétel szerint a rendszer nem er®sen elérhet®.Második lépésben valamely Bs,s ∈ {1, 2, . . . , n} vegyület kon
entrá
iójá-nak változtatását tekintem bemenetnek.Ekkor a folyamatokat leíró di�eren
iálegyenlet-rendszer ẋ = f(x) + gualakban írva:






















ȧ

ḃ1
ḃ2
ḃ3...
ḃn−1

ḃn























=























−k̃1a− k̃2a− . . .− k̃na

k̃1a

k̃2a

k̃3a...
k̃n−1a

k̃na























+























0...
0
1s
0...
0























u,
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ahol u a bemenetet jelöli,
f =























−k̃1a− k̃2a− . . .− k̃na

k̃1a

k̃2a

k̃3a...
k̃n−1a

k̃na























, g =























0...
0
1s
0...
0























.

Az els® lépéshez hasonlóan γ sztö
hiometiai mátrix rangja n, az irányítottmennyiség dimenziója pedig 1. Az 1. tétel alapján a rendszer pontosan akkorer®sen elérhet®, ha dim∆c = n + 1. Az er®sen elérhet®ség eldöntéséhez ittis az adfg és g vektormez®k által generált Lie-algebrát kifeszít® vektormez®klineáris függetlenségét kell megvizsgálni. Az adfg Lie-zárójel
adfg = g′f − f ′g = −Jg =











0
0...
0









alakú. Látható, hogy ads
fg szintén az azonosan 0 vektormez®nek adódikminden s ∈ {1, 2, . . . , n} esetén. Mivel dim∆c < n + 1, az 1. tétel szerint arendszer nem er®sen elérhet®.Így a párhuzamos reak
iók a kon
entrá
ió változtatásával nem er®sen el-érhet®k. �4. Következmény. A párhuzamos reak
iók a kon
entrá
ió változtatásávalnem egzakt linearizálhatók.4.3. KörfolyamatokTekintsük az A1

k1−−→ A2
k2−−→ . . .

kn−1
−−−→ An

kn−−→ A1 körfolyamatot. Legye-nek a1, a2, . . . , an ≥ 0 a megfelel® anyagok kon
entrá
iói.11. Állítás. A körfolyamatok a tetsz®leges rendszerbeli vegyület kon
entrá-
iójának változtatásával egzakt linearizálhatók.51



Bizonyítás. A reak
iófolyamatot a következ® n×n-es méret¶ sztö
hiometriaimátrix adja meg:
γ =



















−1 1 0 . . . 0 0
0 −1 1 . . . 0 0
0 0 −1 . . . 0 0... ... ... . . . ... ...
0 0 0 . . . −1 1
1 0 0 . . . 0 −1



















n×n

.

A reak
iófolyamatot leíró di�eren
iálegyenlet-rendszer alakja függ attól, me-lyik vegyület kon
entrá
iójának változtatását választjuk bemenetnek. Kör-folyamatok esetében a bement megválasztása az egzakt linearizálhatóságotnem befolyásolja, mivel a folyamatban nin
senek kitüntetett szerep¶ kezdeti,illetve végtermékek. A kiindulási A1 anyagnak bármelyik vegyület választ-ható a rendszerb®l, A1-et megválasztva az A2, A3, . . . , An vegyületek egy-máshoz képesti sorrendje rögzített. A vizsgált bemenet tetsz®legesen meg-választható, mivel az indexelés permutálásával a folyamat lényegében nemváltozik. A rendszer pontosan akkor egzakt linearizálható az Ai vegyületkon
entrá
iójának változtatásával, ha egzakt linearizálható az Aj vegyületkon
entrá
iójának változtatásával, minden i, j ∈ {1, 2, . . . , n} esetén.Legyen az irányított mennyiség az A1 vegyület kon
entrá
iójának válto-zása. Ekkor a folyamatokat az alábbi di�eren
iálegyenlet-rendszer írja le:














ȧ1
ȧ2
ȧ3...
ȧn















=















−k̃1a1 + k̃2a2
−k̃2a2 + k̃3a3
−k̃3a3 + k̃4a4...
−k̃nan + k̃1a1















+















1
0
0...
0















u,ahol u a bemenetet jelöli. A di�eren
iálegyenlet-rendszer ẋ = f(x) + gu alakú,ahol
f =















−k̃1a1 + k̃2a2
−k̃2a2 + k̃3a3
−k̃3a3 + k̃4a4...
−k̃nan + k̃1a1















, g =















1
0
0...
0















.
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Mivel a sztö
hiometriai mátrix rangja n− 1, az irányított mennyiség dimen-ziója pedig 1, az 1. tétel alapján a rendszer pontosan akkor er®sen elérhet®,ha dim∆c = (n − 1) + 1 = n. Az er®sen elérhet®ség vizsgálatához az adfgés g vektormez®k által generált Lie-algebrát kifeszít®, lineárisan függetlenvektormez®k számát kell meghatározni.8. Lemma. Az ads
fg Lie-zárójel els® koordinátája nem nulla, második, har-madik, . . . , (n− s)-edik koordinátája pedig azonosan 0 ∀ s ∈ {1, 2, . . . , n− 1}esetén. A Lie-zárójel (n − s + 1)-edik koordinátája k̃1 > 0-val egyenl®, ha

s = 1, s ∈ {2, 3, . . . , n− 1} esetén pedig k̃1
∏s−2

i=0 k̃n−i > 0 alakú.Bizonyítás. A lemmát teljes induk
ióval látom be.Az adfg Lie-zárójel az
adfg = g′f − f ′g = −Jgösszefüggés alapján számítható, ahol J az f vektormez® Ja
obi-mátrixa:

J =























−k̃1 k̃2 0 . . . 0 0

0 −k̃2 k̃3 . . . 0 0

0 0 −k̃3 . . . 0 0... ... ... . . . ... ...
0 0 0 . . . k̃n−1 0

0 0 0 . . . −k̃n−1 k̃n
k̃1 0 0 . . . 0 −k̃n























.

Az adfg és ad2
fg Lie-zárójelek alakja ekkor a következ®:

adfg =



















−k̃1
0
0...
0

k̃1



















,

ad2
fg =



















−k̃2
1

0...
0

k̃1k̃n
−k̃2

1 − k̃1k̃n



















.
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Látható, hogy az adfg és ad2
fg Lie-zárójelekre teljesülnek a lemma feltételei.Tegyük fel, hogy (s− 1)-edik lépésben kapott vektormez®

ad
(s−1)
f g =

































(−k̃1)
s−1

0
0...
0

k̃1
∏s−3

i=0 k̃n−i

xs...
xn































alakú, ahol k̃1∏s−3
i=0 k̃n−i a vektormez® (n−s+1)-edik koordinátája, xs, . . . , xnpedig az (n− s+ 1)-nél nagyobb index¶ koordinátákat jelölik.Az ads

fg Lie-zárójel az ad
(s−1)
f g vektormez® ismeretében

adsfg = (ad
(s−1)
f g)′f − f ′(ad

(s−1)
f g) = −J(ad

(s−1)
f g)módon számolható. Az induk
iós feltételt felhasználva az ads

fg Lie-zárójelalakja:
ads

fg =

































(−k̃1)
s

0...
0

k̃1
∏s−2

i=0 k̃n−i

−k̃sxs + k̃s−1k̃1
∏s−3

i=0 k̃n−i + k̃sxs

−k̃sxs + k̃s+1xs+1...
−k̃nxn + k̃2

1

































,

ahol k̃1∏s−2
i=0 k̃n−i a vektormez® (n−s)-edik koordinátája. Az ads

fg vektorme-z®re a lemmában szerepl® mindhárom feltétel teljesül, így a lemma bármely
s ∈ {1, 2, . . . , n− 1} esetén teljesül. �5. Következmény. Az ads

fg, s ∈ {1, 2, . . . , n− 1} Lie-zárójelek minden ko-ordinátája konstans. 54



A lineáris függetlenség vizsgálatához tekintsük a következ® g, adfg, ad2
fg,

. . . , adn−1
f g Lie-zárójelekb®l képezhet® (n× n)-es mátrixot:

Θ = (g adn−1
f g adn−2

f g . . . adfg)n×n.Az 1. tétel szerint a rendszer pontosan akkor er®sen elérhet®, ha a g és
adfg vektormez®k által generált Lie-algebrát kifeszít®, lineárisan függetlenvektormez®k száma n, azaz ha dim(Θ) = n. A Θ mátrix (n× n)-es méret¶,így ezzel ekvivalens a det(Θ) 6= 0 feltétel is.Fejtsük ki a mátrixot az els® oszlopa szerint. Mivel a g vektormez® els® koor-dinátája 1, az összes többi koordinátája pedig 0, det(Θ) 6= 0 pontosan akkorteljesül, ha a mátrix els® oszlopának els® eleméhez tartozó aldeterminánsnem nulla. Tekintsük a Θ mátrix els® sorának és els® oszlopának elhagyásá-val keletkez® mátrixot. Jelölje az így kapott mátrixot Θ1. A 8. lemmábólkövetkezik, hogy a Θ1 mátrix alsó-háromszögmátrix, melynek f®átlójábanpozitív elemek szerepelnek. Háromszögmátrixok determinánsa a f®átlóbanlév® elemek szorzataként kapható meg, így a det(Θ1) determináns pozitív.Mivel det(Θ) = 1 · det(Θ1) 6= 0, rang(Θ) = n teljesül, így a rendszer er®senelérhet®, azaz teljesül a 6. tétel 1. feltétele.A 8. lemma következményeként adódik, hogy az ads

fg, s ∈ {1, 2, . . . , n−1}Lie-zárójelek minden koordinátája konstans. Konstans vektormez®k egymás-sal képzett Lie-zárójele nullvektormez®, így a 6. tétel 2. feltétele is fennáll,tehát a rendszer egzakt linearizálható. �6. Következmény. A körfolyamatok bármely rendszerbeli vegyület kon
ent-rá
iójának változtatásával er®sen elérhet®k.Az eddig áttekintett reak
iótípusoknál minden egyes reak
iólépés soránpontosan egy anyag alakult át pontosan egy másik anyaggá. A követke-z®kben olyan reak
iók egzakt linearizálhatóságát vizsgálom, ahol az egyesreak
iólépések során többféle kiindulási anyag lehet, illetve többféle termékkeletkezhet.4.4. Egylépéses, nem elágazó reak
iókTekintsük a ∑I

i=1Ai
k

−−→
∑J

j=1 Bj alakú egylépéses, nem elágazó reak
iókat.Legyenek ai, i = 1, 2, . . . , I, I ∈ Z+, illetve bj , j = 1, 2, . . . , J , J ∈ Z+ amegfelel® kon
entrá
iók, és ∀i, ∀j indexre ai, bj ≥ 0.55



12. Állítás. Az általános egylépéses, nem elágazó folyamatok pontosan ak-kor egzakt linearizálhatók a kon
entrá
ió változtatásával, ha valamely kiindu-lási vegyület kon
entrá
iójának változtatását választjuk bemenetnek és a többikiindulási vegyület kezdeti kon
entrá
iója pozitív.Bizonyítás. A reak
iófolyamatot a következ® sztö
hiometriai mátrix írja le:
γ =



























−11
−12...
−1I
11
12...
1J



























n×1

.

A mátrix els® I koordinátája a kiindulási, a második J koordinátája pediga keletkez® anyagokra vonatkozik. Irányítsuk a rendszert az s-edik anyagkon
entrá
iójának változtatásával. A rendszert leíró di�eren
iálegyenlet-rendszer ẋ = f(x) + gu alakban írva a következ®:




























ȧ1
ȧ2...̇
aI
ḃ1
ḃ2...
ḃJ





























=



























−ka1 . . . aI
−ka1 . . . aI...
−ka1 . . . aI
ka1 . . . aI
ka1 . . . aI...
ka1 . . . aI



























+



























0
0...
0
1s
0...
0



























u,
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ahol u a rendszer irányítása,
f =



























−ka1 . . . aI
−ka1 . . . aI...
−ka1 . . . aI
ka1 . . . aI
ka1 . . . aI...
ka1 . . . aI



























, g =



























0
0...
0
1s
0...
0



























.

Mivel a γ sztö
hiometiai mátrix rangja, illetve az irányított mennyiség dimen-ziója is 1, a 6. tétel 1. feltétele pontosan akkor áll fenn, ha dim∆c = 1+1 = 2.Ekkor a tétel 2. feltétele is teljesül. Ahhoz, hogy eldönthet® legyen, er®senelérhet®-e a rendszer, a g és adfg vektormez®k által generált Lie-algebrátkifeszít® lineárisan független vektormez®k számát kell megvizsgálni. Az adfgLie-zárójel
adfg = g′f − f ′g = −Jgmódon számolható, ahol J az f vektormez® Ja
obi-mátrixa:

J =





























−k̃a2a3 . . . aI −k̃a1a3 . . . aI . . . −k̃a1a2 . . . aI−1 0 0 . . . 0

−k̃a2a3 . . . aI −k̃a1a3 . . . aI . . . −k̃a1a2 . . . aI−1 0 0 . . . 0... ... . . . ... ... ... . . . ...
−k̃a2a3 . . . aI −k̃a1a3 . . . aI . . . −k̃a1a2 . . . aI−1 0 0 . . . 0

k̃a2a3 . . . aI k̃a1a3 . . . aI . . . k̃a1a2 . . . aI−1 0 0 . . . 0

k̃a2a3 . . . aI k̃a1a3 . . . aI . . . k̃a1a2 . . . aI−1 0 0 . . . 0... ... . . . ... ... . . . ... ...
k̃a2a3 . . . aI k̃a1a3 . . . aI . . . k̃a1a2 . . . aI−1 0 0 . . . 0





























.

A mátrix (I + 1)-edik, (I + 2)-edik, . . . , n-edik oszlopvektora az azonosan 0vektormez®, mivel az f vektormez® mindegyik koordinátája független a b1,
b2, . . . , bJ kon
entrá
ióktól. Ha bemenetnek a b1, b2, . . . , bJ kon
entrá
iókvalamelyikét választjuk, az adfg Lie-zárójel

adfg =











0
0...
0









57



alakú. Az 1. tétel szerint ekkor a rendszer nem er®sen elérhet®, így az egzaktlinearizálhatóság sem áll fenn.Válasszuk az a1, a2, . . . , aI kon
entrá
iók valamelyikét bemenetnek, le-gyen ez a kon
entrá
ió as, s ∈ {1, 2, . . . , I}. Ekkor az adfg Lie-zárójel alakjaa következ®:
adfg =





























−k̃a1a2 . . . as−1as+1 . . . aI
−k̃a1a2 . . . as−1as+1 . . . aI...
−k̃a1a2 . . . as−1as+1 . . . aI
k̃a1a2 . . . as−1as+1 . . . aI
k̃a1a2 . . . as−1as+1 . . . aI...
k̃a1a2 . . . as−1as+1 . . . aI





























.

Ha az ai, i ∈ {1, 2, . . . , s − 1, s + 1, s + 2, . . . , I} kon
entrá
iók bármelyike
0, az adfg Lie-zárójel nullvektormez®nek adódik, így a rendszer nem egzaktlinearizálható.Ha az ai > 0 feltétel minden i ∈ {1, 2, . . . , s − 1, s + 1, s + 2, . . . , I} eseténteljesül, a g és az adfg Lie-zárójelek lineárisan függetlenek, mivel az adfgLie-zárójel minden koordinátája pozitív. Ekkor az adfg és g vektormez®káltal generált Lie-algebra dimenziója dim∆c = 2. Az 1. tétel szerint arendszer ebben az esetben er®sen elérhet®, ezért a 6. tétel 1. feltétele telje-sül. Ekkor mivel dim∆c = 2, a 2. feltétel is triviálisan fennáll. A 6. tételszerint ai > 0 ∀i ∈ {1, 2, . . . , s − 1, s + 1, s + 2, . . . , I} esetén a rendszeraz s kiindulási vegyület kon
entrá
iójának változtatását választva bemenet-nek egzakt linearizálható. Mivel a kémiai rendszerek pozitívak, az ai(0) > 0
∀i ∈ {1, 2, . . . , s−1, s+1, s+2, . . . , I} feltétel fennállása is elegend® az egzaktlinearizálhatósághoz.Tehát a rendszer egzakt linearizálható, ha valamely kiindulási vegyületkon
entrá
iójának változtatását választjuk bemenetnek és a többi kiindulásivegyület kezdeti kon
entrá
iója pozitív. �7. Következmény. A bizonyításból látszik, hogy az egylépéses, nem elágazófolyamatok pontosan akkor er®sen elérhet®k a kon
entrá
ió változtatásával,ha valamely kiindulási vegyület kon
entrá
iójának változtatása a bemenet ésa többi kiindulási vegyület kezdeti kon
entrá
iója pozitív.58



5. fejezetÖsszetett reak
iók vizsgálata azetanol-kénsav rendszer példájánbemutatvaA 3. fejezetben megvizsgáltam, hogy a f®bb reak
iótípusok milyen feltéte-lek mellett irányíthatóak a h®mérséklet szabályozásának segítségével, a 4.fejezetben pedig ugyanezen reak
iótípusok kon
entrá
ió változtatással valóirányíthatóságát vizsgáltam. Az ipari reak
iók nagy része azonban nem egyspe
iális reak
iótípushoz tartozik, a lejátszódó folyamat több reak
iótípusbóltev®dik össze.A bevezet®ben bemutattam, hogy az etanol tömény kénsav katalizátor al-kalmazása mellett, az alkalmazott h®mérséklett®l függ®en eténné vagy dietil-éterré alakítható. Lényeges az alkalmazott h®mérséklet, mivel ezeket az anya-gokat különböz® 
élokra használják fel. Ahhoz, hogy tiszta anyagot tudjanakel®állítani, fontos, hogy a reak
ió irányítható legyen. A következ® alfejeze-tekben az etanol-kénsav rendszer h®mérséklet-, illetve kon
entrá
ió változta-tással való irányíthatóságát vizsgálom.
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5.1. Az etanol-kénsav rendszer irányíthatósá-gának vizsgálata a h®mérséklet szabályo-zásávalA rendszerbe kezdetben etanolt és tömény kénsavat adunk. A reak
iófolya-mat az alábbi egyenletek szerint megy végbe:
CH3CH2OH +H2SO4

k1−−⇀↽−−
k−1

CH3CH2OSO3H + H2O

CH3CH2OSO3H
k2−−→ CH2CH2 +H2SO4

2 CH3CH2OSO3H+ H2O
k3−−→ CH3CH2OCH2CH3 + 2 H2SO4.A folyamat könnyebb kezeléséhez jelöljék A, B, C, D, E, F az egyes vegyü-leteket. Ekkor a lejátszódó reak
iók a következ® alakban írhatók:

A+ B
k1−−⇀↽−−
k−1

C+ D

C
k2−−→ E + B

2 C + D
k3−−→ F + 2 B.Jelölje a, b, c, d, e, f ≥ 0 a megfelel® anyagok kon
entrá
ióit, k1, k−1, k2, k3 >

0 pedig a megfelel® folyamatokhoz tartozó reak
iósebességi együtthatókat.A folyamathoz tartozó 6× 4-es méret¶ sztö
hiometriai mátrix:
γ =

















−1 1 0 0
−1 1 1 2
1 −1 −1 −2
1 −1 0 −1
0 0 1 0
0 0 0 1

















.

A rendszert leíró di�eren
iálegyenlet-rendszer ẋ = f(x) + gu alakban írva a
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következ®:




















ȧ

ḃ

ċ

ḋ

ė

ḟ

Ṫ





















=





















−k1ab+ k−1cd

−k1ab+ k−1cd+ k2c+ 2k3c
2d

k1ab− k−1cd− k2c− 2k3c
2d

k1ab− k−1cd− k3c
2d

k2c

k3c
2d

k1
β
ab+ k−1

β
cd+ k2

β
c+ k3

β
c2d





















+





















0
0
0
0
0
0
1





















u,

ahol u az irányítást adja meg,
f =





















−k1ab+ k−1cd

−k1ab+ k−1cd+ k2c+ 2k3c
2d

k1ab− k−1cd− k2c− 2k3c
2d

k1ab− k−1cd− k3c
2d

k2c

k3c
2d

k1
β
ab+ k−1

β
cd+ k2

β
c+ k3

β
c2d





















, g =





















0
0
0
0
0
0
1





















.

A γ sztö
hiometiai mátrix rangja 3, az irányított mennyiség, a h®mérsékletdimenziója pedig 1, így az 1. tétel szerint a rendszer pontosan akkor er®senelérhet®, ha dim∆c = 3+1 = 4. Az er®sen elérhet®ség vizsgálatához az adgfés g vektormez®k által generált Lie-algebrát kifeszít® vektormez®k lineárisfüggetlenségét kell megvizsgálni.Els® lépésben kiindulási helyzetben vizsgálom meg a rendszer er®sen el-érhet®ségét.13. Állítás. Kiindulási állapotban az etanol-kénsav rendszer nem er®sen el-érhet®.Bizonyítás. Kiindulási állapotban a c, d, e, f kon
entrá
iók mindegyikenulla, az a és b kon
entrá
iók pedig nemnegatívak. Ha a = 0 vagy b = 0fennáll, az f vektormez® nullvektormez®, így az adgf , ad2gf és ad3gf Lie-zárójelek is nullvektormez®k lesznek. Ekkor dim∆c = 1, így a rendszer nemer®sen elérhet®.Vizsgáljuk az a > 0 és b > 0 esetet:
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Ekkor az f vektormez® az alábbi alakúra egyszer¶södik:
f =





















−k1ab

−k1ab

k1ab

k1ab

0
0

k1
β
ab





















.

Az adgf , ad2
gf és ad3

gf Lie-zárójelek a következ® alakúak:
adgf = g′f − f ′g = −f ′g = −





















−k′
1ab

−k′
1ab

k′
1ab

k′
1ab

0
0

k′1
β
ab





















,

ad2
gf = g(adgf)

′ − (adgf)
′g = +





















−k′′
1ab

−k′′
1ab

k′′
1ab

k′′
1ab

0
0

k′′1
β
ab





















,

ad3
gf = g′(ad2

gf)− (ad2
gf)

′g = −

























−k
(3)
1 ab

−k
(3)
1 ab

k
(3)
1 ab

k
(3)
1 ab

0
0

k
(3)
1

β
ab

























.

Hagyjuk el az adgf , ad2
gf és ad3

gf Lie-zárójelek utolsó koordinátáit, jelölje
adgfl, ad2

gfl, illetve ad3
gfl az így kapott vektormez®ket.62



Jelölje Θ az ads
gfl, s = 1, 2, 3 Lie-zárójelekb®l képezhet® mátrixot:

Θ =
(

adgfl ad2
gfl ad3

gfl
)

6×3
.Ekkor Θ felbontható a következ® alakú 6 × 4 és 4 × 3 méret¶ mátrixokszorzatává:

Θ =

















−ab 0 0 0
−ab 0 0 0
ab 0 0 0
ab 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

























−k′
1 k′′

1 −k
(3)
1

0 0 0
0 0 0
0 0 0









.Jelölje A és B a kapott szorzótényez®ket:
A =

















−ab 0 0 0
−ab 0 0 0
ab 0 0 0
ab 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

















, B =









−k′
1 k′′

1 −k
(3)
1

0 0 0
0 0 0
0 0 0









.Mivel az A és a B mátrix rangja is 1, így az 4. tétel miatt rang(Θ) ≤ 1.A h®mérséklet változásra vonatkozó egyenletet is �gyelembe véve az adgf és
g vektormez®k által generált Lie-algebra dimenziója dim∆c ≤ 1+1 = 2 < 4.Így az 1. tétel alapján kiindulási állapotban a rendszer nem er®sen elérhet®.
� Második lépésben egyensúlyi helyzetben vizsgálom meg a rendszer er®senelérhet®ségét.14. Állítás. Egyensúlyban az etanol-kénsav rendszer er®sen elérhet®.Bizonyítás. Egyensúlyban az A, B, C, D, E, F vegyületek mindegyike jelenvan a rendszerben, így a, b, c, d, e, f > 0. Ekkor az f és g vektormez®kalakja nem egyszer¶södik ki:

f =





















−k1ab+ k−1cd

−k1ab+ k−1cd+ k2c+ 2k3c
2d

k1ab− k−1cd− k2c− 2k3c
2d

k1ab− k−1cd− k3c
2d

k2c

k3c
2d

k1
β
ab+ k−1

β
cd+ k2

β
c+ k3

β
c2d





















, g =





















0
0
0
0
0
0
1





















.
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Az adgf , ad2
gf és ad3

gf Lie-zárójelek a következ® alakúak:
adgf = g′f − f ′g = −























−k′
1ab+ k′

−1cd

−k′
1ab+ k′

−1cd+ k′
2c+ 2k′

3c
2d

k′
1ab− k′

−1cd− k′
2c− 2k′

3c
2d

k′
1ab− k′

−1cd− k′
3c

2d

k′
2c

k′
3c

2d
k′1
β
ab+

k′
−1

β
cd+

k′2
β
c+

k′3
β
c2d























,

ad2
gf = +























−k′′
1ab+ k′′

−1cd

−k′′
1ab+ k′′

−1cd+ k′′
2c + 2k′′

3c
2d

k′′
1ab− k′′

−1cd− k′′
2c− 2k′′

3c
2d

k′′
1ab− k′′

−1cd− k′′
3c

2d

k′′
2c

k′′
3c

2d
k′′1
β
ab+

k′′
−1

β
cd+

k′′2
β
c +

k′′3
β
c2d























,

ad3
gf = −



























−k
(3)
1 ab+ k

(3)
−1cd

−k
(3)
1 ab+ k

(3)
−1cd+ k

(3)
2 c+ 2k

(3)
3 c2d

k
(3)
1 ab− k

(3)
−1cd− k

(3)
2 c− 2k

(3)
3 c2d

k
(3)
1 ab− k

(3)
−1cd− k

(3)
3 c2d

k
(3)
2 c

k
(3)
3 c2d

k
(3)
1

β
ab+

k
(3)
−1

β
cd+

k
(3)
2

β
c+

k
(3)
3

β
c2d



























.

Hagyjuk el az adgf , ad2
gf és ad3

gf Lie-zárójelek utolsó koordinátáit, jelölje
adgfl, ad2

gfl, illetve ad3
gfl az így kapott vektormez®ket.Jelölje Θ az ads

gfl, s = 1, 2, 3 Lie-zárójelekb®l képezhet® mátrixot:
Θ =

(

adgfl ad2
gfl ad3

gfl
)

6×3
.Egyensúlyra vezet® reak
iók esetén egyensúlyban, rögzített h®mérséklet mel-lett az odaalakulást és visszaalakulást jellemz® reak
iósebességi együtthatókaránya konstans (az egyensúlyi állandóval egyezik meg), ezért k−1 a k1 re-ak
iósebességi együttható konstansszorosaként megkapható. Így a Θ mátrixmásodik és harmadik sora lineárisan függ® rendszert alkot, a második vagy64



harmadik sort elhagyva a mátrix rangja nem változik. Hagyjuk el a Θ mát-rix harmadik sorát, jelölje az így kapott mátrixot Θ̃. Ekkor Θ̃ felbontható akövetkez® alakú 6× 3 és 3× 3 méret¶ mátrixok szorzatává:
Θ̃ =

















−ab 0 0
−ab c 2c2d
ab −c −2c2d
ab 0 −c2d

0 c 0
0 0 c2d























−k′
1 k′′

1 −k
(3)
1

−k′
2 k′′

2 −k
(3)
2

−k′
3 k′′

3 −k
(3)
3






.

Jelölje A és B a kapott szorzótényez®ket:
A =

















−ab 0 0
−ab c 2c2d
ab −c −2c2d
ab 0 −c2d

0 c 0
0 0 c2d

















, B =







−k′
1 k′′

1 −k
(3)
1

−k′
2 k′′

2 −k
(3)
2

−k′
3 k′′

3 −k
(3)
3






.

(B megegyezik a D3 reak
iódinamikai mátrixszal.)Egyensúlyban mindegyik kon
entrá
ió pozitív, így rang(A) = 3. Ha a Bmátrix rangja is 3, a 5. tételt alkalmazva adódik, hogy rang(Θ) = 3. A k1,
k2, k3 reak
iósebességi együtthatók ki = ki,0e

−Ei

RT alakban írhatók, ahol ki,0,
Ei és R nem nulla konstansok, i ∈ {1, 2, 3}. A reak
iósebességi együtthatókmegfelel® deriváltjai a következ® alakúak:

k′
i =

(

Ei

RT 2

)

ki,0e
−Ei

RT

k′′
i = ki,0

(

E2
i

R2 T 4
−

2Ei

R T 3

)

e
−Ei

RT

k
(3)
i = ki,0

(

E3
i

R3 T 6
−

6E2
i

R2 T 5
+

6E1

R T 4

)

e
−Ei

RT .A B mátrix determinánsát MATLAB program segítségével határoztam meg:
det(B) = k1,0k2,0k3,0E1E2E3

(

E2
1(E3 − E2) + E2

2(E1 −E3) + E2
3(E2 − E1)

)

·

e
−E1
RT e

−E2
RT e

−E3
RT . 65



Az E1, E2, E3 aktiválási energiák, illetve a k1,0, k2,0, k3,0 reak
iósebességiegyütthatók pozitív konstansok, így det(B) = 0 pontosan akkor teljesül, ha
E2

1(E3 − E2) + E2
2(E1 − E3) + E2

3(E2 − E1) = 0 fennáll, azaz, ha az E1, E2,
E3 aktiválási energiák között vannak egyenl®k. A jelen példában azonban alejátszódó reak
iókhoz tartozó aktiválási energiák mindegyike különböz®, így
rang(B) = 3. A h®mérséklet változásra vonatkozó egyenletet is �gyelembevéve az adgf és g vektormez®k által generált Lie-algebra dimenziója dim∆c =
3 + 1 = 4. Így az 1. tételt használva adódik, hogy egyensúlyban a rendszerer®sen elérhet®. �Az etanol-kénsav rendszer másképpen viselkedik kiindulási állapotban,mint egyensúlyban. Kiindulási állapotban a rendszert nem er®sen elérhet®,azonban egyensúlyi állapotban igen.5.2. Az etanol-kénsav rendszer irányíthatósá-gának vizsgálata a kon
entrá
ió változta-tásávalA vegyületek, illetve azok kon
entrá
iójának jelölésére az 5.1 alfejezetbelimegfeleltetést használom. A lejátszódó reak
iók a következ® alakban írhatók:

A+ B
k̃1−−⇀↽−−
k̃−1

C+ D

C
k̃2−−→ E + B

2 C + D
k̃3−−→ F + 2 B,ahol k̃1, k̃−1, k̃2, k̃3 > 0 az egyes folyamatokhoz tartozó reak
iósebességiegyütthatók. Legyenek a, b, c, d, e, f ≥ 0 a megfelel® kon
entrá
iók.A folyamathoz tartozó sztö
hiometriai mátrix:

γ =

















−1 1 0 0
−1 1 1 2
1 −1 −1 −2
1 −1 0 −1
0 0 1 0
0 0 0 1

















(6×4)

.
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A rendszert leíró di�eren
iálegyenlet-rendszer alakja függ attól, melyik ve-gyület kon
entrá
iójának változtatását választjuk bemenetnek. Legyen ez akon
entrá
ió s, ahol s ∈ {a, b, c, d, e, f}. A rendszert leíró di�eren
iálegyenlet-rendszer ẋ = f(x) + gu alakban írva a következ®:
















ȧ

ḃ

ċ

ḋ

ė

ḟ

















=



















−k̃1ab+ k̃−1cd

−k̃1ab+ k̃−1cd+ k̃2c+ 2k̃3c
2d

k̃1ab− k̃−1cd− k̃2c− 2k̃3c
2d

k̃1ab− k̃−1cd− k̃3c
2d

k̃2c

k̃3c
2d



















+

















0
0
0
1s
0
0

















u,

ahol u az irányítást adja meg,
f =



















−k̃1ab+ k̃−1cd

−k̃1ab+ k̃−1cd+ k̃2c+ 2k̃3c
2d

k̃1ab− k̃−1cd− k̃2c− 2k̃3c
2d

k̃1ab− k̃−1cd− k̃3c
2d

k̃2c

k̃3c
2d



















, g =

















0
0
0
1s
0
0

















.Mivel a γ sztö
hiometiai mátrix rangja 3, az irányított mennyiség, a kon-
entrá
ió dimenziója pedig 1, az 1. tétel szerint a rendszer pontosan akkorer®sen elérhet®, ha dim∆c = 3 + 1 = 4. Az er®sen elérhet®ség vizsgálatáhozaz adfg és g vektormez®k által generált Lie-algebrát kifeszít® vektormez®klineáris függetlenségét kell megvizsgálni.Els® lépésben most is kiindulási állapotban vizsgálom az er®sen elérhet®-séget.15. Állítás. Az etanol-kénsav rendszer kiindulási állapotban a kon
entrá
ióváltoztatásával nem er®sen elérhet®.Bizonyítás. Kiindulási állapotban a c, d, e, f kon
entrá
iók mindegyikenulla, a és b pedig nemnegatívak. Ha a = 0 vagy b = 0 teljesül, az fvektormez® nullvektormez®, így az adgf , ad2gf és ad3gf Lie-zárójelek szinténnullvektormez®k lesznek. Ekkor dim∆c = 1, így a rendszer nem er®senelérhet®. 67



Ha a > 0 és b > 0, az f vektormez® az alábbi alakúra egyszer¶södik:
f =

















−k̃1ab

−k̃1ab

k̃1ab

k̃1ab

0
0

















.

Az er®sen elérhet®ség megadásához a g, adfg, ad2
fg, illetve ad3

fg Lie-zárójeleklineáris függetlenségét kell vizsgálni. Az adfg, ad2
fg és ad3

fg vektormez®k akövetkez® összefüggések alapján adhatók meg:
adfg = g′f − f ′g = −Jg,

ad2
fg = (adfg)

′f − f ′(adfg) = −J2g,

ad3
fg = (ad2

fg)
′f − f ′(ad2

fg) = −J3g,ahol a J Ja
obi-mátrix alakja:
J =

















−k̃1b −k̃1a 0 0 0 0

−k̃1b −k̃1a 0 0 0 0

k̃1b k̃1a 0 0 0 0

k̃1b k̃1a 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

















.

El®ször az A vegyület kon
entrá
iójának változtatásával vizsgálom a rend-szer er®sen elérhet®ségét. Az adfg, ad2
fg és ad3

fg Lie-zárójelek ekkor
adfg = −

















−k̃1b

−k̃1b

k̃1b

k̃1b

0
0

















,
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ad2
fg = +

















k̃2
1b

2 + k̃2
1ab

k̃2
1b

2 + k̃2
1ab

−k̃2
1b

2 − k̃2
1ab

−k̃2
1b

2 − k̃2
1ab

0
0

















,

ad3
fg = −

















−k̃3
1b

3 − 2k̃3
1ab

2 − k̃3
1a

2b

−k̃3
1b

3 − 2k̃3
1ab

2 − k̃3
1a

2b

k̃3
1b

3 + 2k̃3
1ab

2 + k̃3
1a

2b

k̃3
1b

3 + 2k̃3
1ab

2 + k̃3
1a

2b

0
0















alakúak. A megfelel® konstansokat kiemelve a vektormez®k a következ®alakra egyszer¶södnek:
adfg = −k̃3

1b

















−1
−1
1
1
0
0

















,

ad2
fg = −k̃2

1b(a + b)

















−1
−1
1
1
0
0

















,

ad3fg = −k̃3
1b(a + b)2

















−1
−1
1
1
0
0

















.Mivel az adfg, ad2
fg és ad3

fg vektormez®k egymástól 
sak konstans szorzóbankülönböznek, lineárisan függ® rendszert alkotnak. Az adfg és g vektormez®k69



által generált Lie-algebrát kifeszít® lineárisan független vektormez®k számakisebb, mint 4, így az 1. tétel miatt a rendszer az a kon
entrá
ió változtatá-sával nem er®sen elérhet®.A reak
iófolyamatot leíró egyenletekb®l leolvasható, hogy kiinduláskor az
A és B vegyület szerepe fel
serélhet®, így hasonló eredményre jutunk ak-kor is, ha a b kon
entrá
ió változtatásával próbáljuk irányítani a rendszert.Ebben az esetben az adfg vektormez® a J mátrix második oszlopával fogmegegyezni. Az adfg-hez hasonlóan a további Lie-zárójelek alakja is annyi-ban fog eltérni az el®z®ekt®l, hogy az a és b kon
entrá
iók szerepet 
serélnekaz el®z® esethez képest, azaz 
sak konstans szorzóban különböznek az Avegyület kon
entrá
iójával való irányításnál látottaktól. Így a B vegyületkon
entrá
iójának változtatásával sem er®sen elérhet® a rendszer.A c, d, e vagy f kon
entrá
iók változtatását választva bemenetnek az
adfg Lie-zárójel az azonosan nulla vektornak adódik, így ezen bemenetekesetén sem er®sen elérhet® a rendszer. �8. Következmény. Kiindulási állapotban az etanol-kénsav rendszer nem eg-zakt linearizálható.Második lépésben az egyensúlyi helyzetben vizsgálom a rendszer egzaktlinearizálhatóságát.16. Állítás. Egyensúlyban az etanol-kénsav rendszer a CH3CH2OH, a H2SO4,a CH3CH2OSO3H és a H2O vegyületek kon
entrá
iójának változtatásával majd-nem mindenütt egzakt linearizálható, a CH2CH2, illetve a CH3CH2OCH2CH3vegyületek kon
entrá
iójának változtatásával azonban nem egzakt linearizál-ható a rendszer.Bizonyítás. Az 5.1 alfejezet-beli megfeleltetés alapján a bizonyítandó állítása következ®: A rendszer az a, b, c, és d kon
entrá
iók változtatásával majd-nem mindenütt egzakt linearizálható, az e és f kon
entrá
iók változtatásávalazonban nem.Az er®sen elérhet®ség megadásához most is a g, adfg, ad2

fg, illetve ad3
fgvektormez®k lineáris függetlenségét kell vizsgálni. Egyensúlyi helyzetben az

a, b, c, d, e és f kon
entrá
iók mindegyike jelen van a rendszerben, így a
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Ja
obi-mátrix alakja módosul az el®z® esethez képest:
J =



















−k̃1b −k̃1a k̃−1d k̃−1c 0 0

−k̃1b −k̃1a k̃−1d+ 4k̃3cd+ k̃2 k̃−1c+ 2k̃3c
2 0 0

k̃1b k̃1a −k̃−1d− 4k̃3cd− k̃2 −k̃−1c− 2k̃3c
2 0 0

k̃1b k̃1a −k̃−1d− 2k̃3cd −k̃−1c− k̃3c
2 0 0

0 0 k̃2 0 0 0

0 0 2k̃3cd k̃3c
2 0 0



















.

A kifejezésekben a g vektormez® alakja függ attól, hogy melyik vegyületkon
entrá
iójának változtatása a bemenet.Az a, b, c, majd a d kon
entrá
iók változását választva bemenetnek azegyes esetekben az adfg, ad2
fg és ad3

fg Lie-zárójeleket MATLAB program se-gítségével határoztam meg. Az A vegyület esetében a kiszámolt Lie-zárójeleka következ®k:
adfg =

















k̃1b

k̃1b

−k̃1b

−k̃1b

0
0

















,

ad2
fg =



















k̃2
1b(a+ b) + k̃1k̃−1b(c + d)

k̃2
1b(a + b) + k̃1b(2k̃3c

2 + k̃−1c+ k̃2 + k̃−1d+ 4k̃3cd)

−k̃2
1b(a + b)− k̃1b(2k̃3c

2 + k̃−1c+ k̃2 + k̃−1d+ 4k̃3cd)

−k̃2
1b(a + b)− k̃1b(k̃3c

2 + k̃−1c+ k̃−1d+ 2k̃3cd)

k̃1k̃2b

k̃1k̃3bc
2 + 2k̃1k̃3bcd



















.

Az ad3
fg vektormez®t bonyolultsága miatt koordinátánként adom meg. Je-lölje ad3
fg1, ad3

fg2, . . . , ad3
fg6 az ad3

fg Lie-zárójel els®, második, . . . , hatodikkoordinátáját. Ezzel a jelöléssel az ad3
fg Lie-zárójel koordinátái a következ®k:

ad3
fg1 = k̃1b((k̃1(a + b) + k̃−1(c + d))2 + (ak̃1 + dk̃−1)(k̃2 + 2k̃3c(c + 2d)) +

c2k̃−1k̃3(c+ 2d)),
ad3

fg2 = k̃1b((k̃1(a + b) + k̃−1(c + d))2 + (k̃1(2a + b) + k̃−1(c + 2d) + k̃2 +71



4k̃3cd)(k̃2 + 2k̃3c(c+ 2d)) + k̃3c(2k̃3c
2 + k̃1c)(c+ 2d))),

ad3
fg3 = −k̃1b((k̃1(a + b) + k̃−1(c + d))2 + (k̃1(2a + b) + k̃−1(c + 2d) + k̃2 +

4k̃3cd)(k̃2 + 2k̃3c(c+ 2d)) + k̃3c(2k̃3c
2 + k̃1c)(c+ 2d))),

ad3
fg4 = −k̃1b((k̃1(a + c) + k̃−1d + k̃3c(c + 2d))(k̃1(a + b) + k̃−1(c + d) +

k̃3c(c+ 2d)) + k̃2(k̃1a+ k̃−1d+ 2cdk̃3) + k̃1b(k̃1(a + b) + k̃−1(c+ d))),
ad3

fg5 = k̃1k̃2b(k̃1(a + b) + k̃−1(c+ d) + 2k̃3c(c+ 2d) + k̃2),
ad3

fg6 = k̃1k̃3bc((c+ 2d)(k̃1(a+ b) + k̃−1(c+ d) + k̃3c(c+ 4d)) + 2k̃2d).Az er®sen elérhet®ség vizsgálatához a g, adfg, ad2
fg és ad3

fg vektormez®k-b®l képezhet®
E =

(

g adfg ad2
fg ad3

fg
)mátrix rangját kell megvizsgálni. MATLAB-bal számolva a rang 4-nek adó-dott. Mivel a számítást szimbolikusan végeztem, a kapott eredmény null-mérték¶ halmaztól eltekintve igaz. Az 1. tétel szerint a rendszer az a kon-
entrá
ió változtatásával majdnem mindenütt er®sen elérhet®, így a 6. tétel

1. feltétele majdnem mindenütt teljesül.Az 2. feltétel vizsgálatához az adfg, ad2
fg és ad3

fg vektormez®k egymássalvett Lie-zárójeleit kell képezni, és az
L =

(

g adfg ad2
fg ad3

fg [adfg, ad
2
fg] [adfg, ad

3
fg] [ad2

fg, ad
3
fg]

)mátrix rangját kell meghatározni. A mátrix rangját itt is MATLAB-bal ha-tároztam meg, a rang 4-nek adódott. Mivel rang(E) = rang(L) majdnemmindenütt, az [adfg, ad
2
fg], [adfg, ad

3
fg] és [ad2

fg, ad
3
fg] Lie-zárójelek mind-egyike lineárisan összefügg a g, adfg, ad2

fg és ad3
fg vektormez®kkel, így a 6.tétel 2. feltétele is majdnem minden pontban fennáll, azaz a rendszer az akon
entrá
ió változtatásával majdnem mindenütt egzakt linearizálható.Vizsgáljuk a B vegyület kon
entrá
iójának a változtatásával való egzaktlinearizálhatóságot. Ebben az esetben az adfg, ad2

fg és ad3
fg Lie-zárójelek a
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következ®nek adódnak:
adfg =

















k̃1a

k̃1a

−k̃1a

−k̃1a

0
0

















,

ad2fg =



















k̃2
1a(a+ b) + k̃1k̃−1a(c + d)

k̃2
1a(a + b) + k̃1a(2k̃3c

2 + k̃−1c+ k̃2 + k̃−1d+ 4k̃3cd)

−k̃2
1a(a + b)− k̃1a(2k̃3c

2 + k̃−1c+ k̃2 + k̃−1d+ 4k̃3cd)

−k̃2
1a(a+ b)− k̃1a(k̃3c

2 + k̃−1c + k̃−1d+ 2k̃3cd)

k̃1k̃2a

k̃1k̃3ac
2 + 2k̃1k̃3acd



















.

Az ad3
fg vektormez®t bonyolultsága miatt ebben az esetben is koordinátán-ként adom meg. Az egyes koordináták jelölésére az el®z® esetben bevezetettjelölésmódot használom. Az ad3

fg Lie-zárójel koordinátái ezzel a jelöléssel:
ad3

fg1 = k̃1a((k̃1(a + b) + k̃−1(c + d))2 + (ak̃1 + dk̃−1)(k̃2 + 2k̃3c(c + 2d)) +

c2k̃−1k̃3(c+ 2d)),
ad3

fg2 = k̃1a((k̃1(a + b) + k̃−1(c + d))2 + (k̃1(2a + b) + k̃−1(c + 2d) + k̃2 +

4k̃3cd)(k̃2 + 2k̃3c(c+ 2d)) + k̃3c(2k̃3c
2 + k̃1c)(c+ 2d))),

ad3
fg3 = −k̃1a((k̃1(a + b) + k̃−1(c + d))2 + (k̃1(2a + b) + k̃−1(c + 2d) + k̃2 +

4k̃3cd)(k̃2 + 2k̃3c(c+ 2d)) + k̃3c(2k̃3c
2 + k̃1c)(c+ 2d))),

ad3
fg4 = −k̃1a((k̃1(a + c) + k̃−1d + k̃3c(c + 2d))(k̃1(a + b) + k̃−1(c + d) +

k̃3c(c+ 2d)) + k̃2(k̃1a+ k̃−1d+ 2cdk̃3) + k̃1b(k̃1(a + b) + k̃−1(c+ d))),
ad3

fg5 = k̃1k̃2a(k̃1(a+ b) + k̃−1(c+ d) + 2k̃3c(c+ 2d) + k̃2),
ad3

fg6 = k̃1k̃3ac((c+ 2d)(k̃1(a+ b) + k̃−1(c + d) + k̃3c(c + 4d)) + 2k̃2d).Az er®sen elérhet®séget az el®z® esethez hasonlóan vizsgálom. A g, adfg,73



ad2
fg és ad3

fg vektormez®kb®l képezhet® E mátrix rangja MATLAB-bal szá-molva 4, így az 1. tétel szerint a rendszer a b kon
entrá
ió változtatásávalmajdnem mindenütt er®sen elérhet®, azaz a 6. tétel 1. feltétele majdnemmindenütt teljesül.A g, adfg, ad2fg és ad3
fg vektormez®kb®l és az adfg, ad2

fg és ad3
fg vektor-mez®k egymással vett Lie-zárójeleib®l képezett L mátrix rangja MATLAB-bal számolva szintén 4-nek adódik, így mivel rang(E) = rang(L) majdnemmindenütt teljesül, az [adfg, ad

2
fg], [adfg, ad

3
fg] és [ad2

fg, ad
3
fg] Lie-zárójelekmindegyike lineárisan összefügg a g, adfg, ad2

fg és ad3
fg vektormez®kkel. Ek-kor a 6. tétel 2. feltétele is majdnem minden pontban fennáll, azaz a rendszera b vegyület kon
entrá
iójának változtatásával majdnem mindenütt egzaktlinearizálható.Válasszuk a C vegyület kon
entrá
iójának változtatását bemenetnek. Ek-kor az adfg Lie-zárójel

adfg =



















−k̃−1d

−k̃2 − k̃−1d− 4k̃3cd

k̃2 + k̃−1d+ 4k̃3cd

k̃−1d+ 4k̃3cd

−k̃2
−2k̃3cd

















alakú. Az ad2
fg és ad3

fg vektormez®k kifejezése ebben az esetben bonyolul-tabb, mint az el®z®leg vizsgált bemeneteknél, így koordinátánként adom meg®ket. Az eddigiekhez hasonlóan ads
fgi módon jelölöm az egyes koordinátá-kat, ahol s ∈ {2, 3} jelöli, hányadik Lie-zárójelet számolom, i ∈ {1, 2, . . . , 6}pedig a megfelel® koordinátát adja meg. Az ad2

fg vektormez® koordinátái:
ad2

fg1 = −k̃−1c(k̃−1d+ 2k̃3cd)− (k̃1a + k̃−1d)(k̃2 + k̃−1d+ 4k̃3cd)− k̃1k̃−1bd,
ad2

fg2 = −cd(k̃−1 + 2k̃3c)
2 − (k̃2 + k̃−1d+ 4k̃3cd)

2 − k̃1a(k̃2 + k̃−1d+ 4k̃3cd)−

k̃1k̃−1bd,
ad2

fg3 = cd(k̃−1+2k̃3c)
2+(k̃2+k̃−1d+4k̃3cd)

2+k̃1a(k̃2+k̃−1d+4k̃3cd)+k̃1k̃−1bd,
ad2

fg4 = (k̃1a + k̃−1d + 2k̃3cd)(k̃2 + k̃−1d + 4k̃3cd) + cd(k̃−1 + k̃3c)(k̃−1 +

2k̃3c) + k̃1k̃−1bd, 74



ad2
fg5 = k̃2(k̃2 + k̃−1d+ 4k̃3cd),

ad2
fg6 = −k̃3c

2(k̃−1d+ 2k̃3cd)− 2k̃3cd(k̃2 + k̃−1d+ 4k̃3cd),az ad3
fg Lie-zárójel koordinátái pedig:

ad3
fg1 = −(k̃1(a+b)+ k̃−1(c+d))((k̃1a+ k̃−1d)(k̃2+ k̃−1d+4k̃3cd)+ k̃1k̃−1bd+

k̃−1c(dk̃1 + 2k̃3cd)) − (k̃1a + k̃−1d)(2k̃3c
2d(k̃−1 + 2k̃3c) + (k̃2 + 4k̃3cd)(k̃2 +

4k̃3cd+ k̃−1d))− k̃−1k̃3c
2d2(2(k̃2 + k̃−1d+ 4cd+ k̃3) + c(k̃−1 + 2k̃3c)),

ad3
fg2 = −(k̃1b+2k̃3c

2+ k̃−1c)((k̃1a+ k̃−1d)(k̃2+ k̃−1d+4k̃3cd)+ k̃−1cd(k̃−1+

2k̃3c) + k̃1k̃−1bd)− (k̃2 + k̃−1d+ 4k̃3cd+ k̃1a)(cd(k̃−1 + 2k̃3c)
2 + (k̃2 + k̃−1d+

4k̃3cd)
2+k̃1a(k̃2+k̃−1d+4k̃3cd)+k̃1k̃−1bd)−(k̃3c

2+k̃−1)(k̃3c(k̃−1d+2k̃3cd)(c+
2d) + 2k̃3cd(k̃2 + 2k̃3cd)),
ad3

fg3 = (k̃1b+ 2k̃3c
2 + k̃−1c)((k̃1a+ k̃−1d)(k̃2 + k̃−1d+ 4k̃3cd) + k̃−1cd(k̃−1 +

2k̃3c) + k̃1k̃−1bd) + (k̃2 + k̃−1d+ 4k̃3cd+ k̃1a)(cd(k̃−1 + 2k̃3c)
2 + (k̃2 + k̃−1d+

4k̃3cd)
2+k̃1a(k̃2+k̃−1d+4k̃3cd)+k̃1k̃−1bd)+(k̃3c

2+k̃−1)(k̃3c(k̃−1d+2k̃3cd)(c+
2d) + 2k̃3cd(k̃2 + 2k̃3cd)),
ad3

fg4 = (k̃−1d+2k̃3cd+ k̃1a)(cd(k̃−1+2k̃3c)
2+(k̃2+ k̃−1d+4k̃3cd)

2+ k̃1a(k̃2+

k̃−1d+4k̃3cd)+ k̃1k̃−1bd)+(k̃3c
2+ k̃−1c+ k̃1a)(k̃−1c(k̃−1d+2k̃3cd)+ k̃1k̃−1bd+

(k̃1a+ k̃−1d)(k̃2 + k̃−1d+ 4k̃3cd)) + (k̃3c
2 + k̃−1c)(2k̃3cd(k̃2 + k̃−1d+ 4k̃3cd) +

k̃3c
2(k̃−1d+ 2k̃3cd)),

ad3
fg5 = −k̃2((2k̃3c

2 + k̃−1c)(k̃−1d+ 2k̃3cd) + (k̃2 + k̃−1d+ 4k̃3cd)
2 + k̃1a(k̃2 +

k̃−1d+ 4k̃3cd) + k̃1k̃−1bd),
ad3

fg6 = −k̃3c
2((k̃1a+ k̃−1d+ 2k̃3cd)(k̃2 + k̃−1d+ 4k̃3cd) + k1k̃−1bd+ (k̃−1d+

2k̃3cd)(k̃3c
2 + k̃−1c))− 2k̃3cd(2k̃3c2d(k̃−1 + 2k̃3c) + (k̃2 + 2k̃3cd)(k̃2 + k̃−1d+

4k̃3cd)).Ahhoz, hogy meg tudjuk mondani, er®sen elérhet®-e a rendszer a választottbemenettel, a g, adfg és ad2
fg és ad3

fg vektormez®kb®l képezhet® E mátrixrangját kell megvizsgálni. MATLAB-bal kiszámolva adódik, hogy a mátrixrangja 4, így az 1. tétel szerint a c kon
entrá
ió változtatásával majdnemmindenütt er®sen elérhet® a rendszer, így a 6. tétel 1. feltétele majdnem75



mindenütt teljesül.Az 2. feltétel vizsgálatához a g, adfg, ad2
fg és ad3

fg vektormez®kb®l és az
adfg, ad2

fg és ad3
fg vektormez®k egymással vett Lie-zárójeleib®l képezhet®

L mátrix rangját kell megvizsgálni. Mivel a mátrix rangja MATLAB-balszámolva 4, ezért rang(E) = rang(L) majdnem mindenütt teljesül. Így az
[adfg, ad

2
fg], [adfg, ad

3
fg] és [ad2

fg, ad
3
fg] Lie-zárójelek mindegyike lineárisanösszefügg a g, adfg, ad2

fg és ad3
fg vektormez®kkel. Mivel a 6. tétel 2. feltételeis majdnem minden pontban teljesül, a rendszer az c vegyület kon
entrá
ió-jának változtatásával majdnem mindenütt egzakt linearizálható.Válasszuk most bemenetnek a D anyag kon
entrá
iójának változtatását.Ekkor az adfg Lie-zárójel

adfg =



















−k̃−1c

−2k̃3c
2 − k̃−1c

2k̃3c
2 + k̃−1c

k̃3c
2 + k̃−1c

0

−k̃3c
2

















alakú lesz. Az el®z® esethez hasonlóan a vektormez®k bonyolultsága miattmost is koordinátánként írom fel az ad2
fg és ad2

fg Lie-zárójeleket. A beveze-tett jelöléssel a ad2
fg vektormez® koordinátái:

ad2
fg1 = −(k̃1a+ k̃−1d)(2k̃3c

2 + k̃−1c)− k̃−1c(k̃3c
2 + k̃−1c)− k̃1k̃−1bc,

ad2
fg2 = −(k̃1a+ k̃2 + k̃−1(c+ d) + k̃3c(4d+ c))(2k̃3c

2 + k̃−1c)− k̃1k̃−1bc,
ad2

fg3 = (k̃1a+ k̃2 + k̃−1(c+ d) + k̃3c(4d+ c))(2k̃3c
2 + k̃−1c) + k̃1k̃−1bc,

ad2
fg4 = (k̃3c

2 + k̃−1c)
2 + (2k̃3c

2 + k̃−1c)(k̃−1d+ 2k̃3cd+ k̃1a) + k̃1k̃−1bc,
ad2

fg5 = −k̃2c(k̃−1 + 2k̃3c),
ad2

fg6 = −k̃3c
2(k̃3c

2 + k̃1c)− 2k̃3cd(2k̃3c
2 + k̃−1c),az ad3

fg vektormez® koordinátái pedig:
ad3

fg1 = −(k̃1a + k̃−1d)((2k̃3c
2 + k̃1c)(k̃1a+ k̃2 + k̃−1(c + d) + k̃3(4cd+ c2) +76



k̃1k̃−1bc) − (k̃1b + k̃−1c)(k̃1a(2k̃3c2 + k̃−1c) + k̃1k̃−1) − k̃1k̃−1bc(c(k̃3c − k̃1) +
d(2k̃3c− k̃1))− k̃−1c((k̃3c

2 + k̃−1c)2 + cd(2k̃3c+ k̃−1)
2),

ad3
fg2 = −(k̃2+k̃−1d+4k̃3cd+k̃1a)((2k̃3c

2+k̃−1c)(k̃1a+k̃2+k̃−1(c+d)+k̃3(4cd+

c2))+ k̃1k̃−1bc)−(2k̃3c
2+ k̃−1c+ k̃1b)((k̃1a+ k̃−1d)(2k̃3c

2+ k̃−1c)+ k̃−1c(k̃3c
2+

k̃−1c) + k̃1k̃−1bc)− (2k̃3c
2 + k̃−1c)(k̃3c

2(k̃3c
2 + k̃−1c) + 2k̃3cd(2k̃3c

2 + k̃−1c)),
ad3

fg3 = (k̃2+k̃−1d+4k̃3cd+k̃1a)((2k̃3c
2+k̃−1c)(k̃1a+k̃2+k̃−1(c+d)+k̃3(4cd+

c2))+ k̃1k̃−1bc)+(2k̃3c
2+ k̃−1c+ k̃1b)((k̃1a+ k̃−1d)(2k̃3c

2+vk−1c)+ k̃−1c(k̃3c
2+

k̃−1c) + k̃1k̃−1bc) + (2k̃3c
2 + k̃−1c)(k̃3c

2(k̃3c
2 + k̃−1c) + 2k̃3cd(2k̃3c

2 + k̃−1c)),
ad3

fg4 = (k̃1a+ k̃−1d+2k̃3cd)((2k̃3c
2+ k̃−1c)(k̃1a+ k̃2+ k̃−1(c+ d)+ k̃3(4cd+

c2)) + k̃1k̃−1bc) + (k̃3c
2 + k̃1b+ k̃−1c)((k̃1a+ k̃−1d)(2k̃3c

2 + k̃−1) + k̃−1c(k̃3c
2 +

k̃−1c) + k̃1k̃−1bc) + (k̃3c
2 + k̃−1c)(k̃3c

2(k̃3c
2 + k̃−1c) + 2k̃3cd(2k̃3c

2 + k̃−1c)),
ad3

fg5 = −k̃2((2k̃3c
2+ k̃−1c)(k̃1a+ k̃2+ k̃−1(c+d)+4k̃3(4cd+2c2))+ k̃1k̃−1bc,

ad3
fg6 = −k̃3c(c+2d)(k̃1a(2k̃3c

2+k̃−1c)+k̃1k̃−1bc)−2k̃3c
2d(2k̃3c+k̃−1)(k̃−1(c+

d) + k̃2 + k̃3(c
2 + 4cd))− k̃3c

2((k̃3c
2 + k̃−1c)(k̃−1d+ 2k̃3cd)).Az er®sen elérhet®ség vizsgálatához az eddigi esetekhez hasonlóan a g, adfg,

ad2
fg és ad3

fg vektormez®kb®l képezhet® E mátrix rangját vizsgálom MAT-LAB segítségével. Mivel a rang 4-nek adódott, az 1. tétel szerint a rendszeraz d kon
entrá
ió változtatásával majdnem mindenütt er®sen elérhet®, így a6. tétel 1. feltétele majdnem mindenütt teljesül.Az adfg, ad2
fg és ad3

fg vektormez®kb®l, az egymással vett Lie-zárójeleikb®lés a g vektormez®b®l képezhet® L mátrix rangja MATLAB segítségével meg-határozva 4-nek adódik. Mivel ekkor rang(E) = rang(L) majdnem minde-nütt teljesül, az [adfg, ad
2
fg], [adfg, ad

3
fg] és [ad2

fg, ad
3
fg] Lie-zárójelek mind-egyike lineárisan összefügg a g, adfg, ad2

fg és ad3
fg vektormez®kkel. Ekkora 6. tétel 2. feltétele is majdnem minden pontban fennáll, így a rendszeraz d vegyület kon
entrá
iójának változtatásával majdnem mindenütt egzaktlinearizálható.Láttuk, hogy az a, b, c vagy d kon
entrá
ió változtatását választva beme-netnek a rendszer majdnem mindenütt egzakt linearizálható. Vizsgáljuk az

e, illetve f kon
entrá
iók változtatásával való egzakt linearizálhatóságot:77



Ha az e vagy f kon
entrá
ió változtatását választjuk bemenetnek, az
adfg = g′f − f ′g = −Jgösszefüggés alapján

adfg =

















0
0
0
0
0
0















adódik, így ezen bemenetek esetén az ad2
fg és az ad3

fg Lie-zárójel is az azo-nosan nulla vektormez®vel lesz egyenl®. Mivel ekkor dim∆c < 4, az 1. tételalapján a rendszer az e vagy f kon
entrá
ió változtatásával nem er®sen elér-het®, így az egzakt linearzálhatóság sem teljesül. �9. Következmény. Egyensúlyi állapotban az etanol-kénsav rendszer a CH3CH2OH,a H2SO4, a CH3CH2OSO3H és a H2O vegyületek kon
entrá
iójának változta-tásával majdnem mindenütt er®sen elérhet®, a CH2CH2, illetve a CH3CH2OCH2CH3vegyületek kon
entrá
iójának változtatásával azonban nem.Az etanol-kénsav rendszer er®sen elérhet®sége, illetve egzakt linearizálha-tósága egyensúlyban függ attól, melyik vegyület kon
entrá
iójának változta-tását választjuk bemenetnek.
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6. fejezetÖsszefoglalásA dolgozatban a reak
iók h®mérséklet-szabályozással, illetve kon
entrá
ióváltoztatással való irányíthatóságával foglalkoztam. Megvizsgáltam, milyenfeltételeket kell biztosítani ahhoz, hogy egy kémiai reak
ió er®sen elérhet®,illetve egzakt linearizálható legyen. A vizsgált rendszerek bemenetének ah®mérséklet, illetve a kon
entrá
ió változtatását tekintettem. Az er®sen el-érhet®ség meghatározásához a modellben szerepl® egyenletek és a bemenetáltal generált Lie-algebra dimenzióját vizsgáltam. A Lie-algebrát kifeszít®Lie-zárójelek egyszer¶bb leírásához de�niáltam az adgf és adfg operátoro-kat. El®ször azt vizsgáltam meg, hogy általános alakú reak
iók milyen felté-telek mellett er®sen elérhet®k, illetve egzakt linearizálhatók, majd egy példánkeresztül bemutattam, hogyan alkalmazhatók az általános alakú reak
ióknálhasznált módszerek összetett rendszerek kezelésére. De�niáltam a reak
ió-dinamikai mátrix fogalmát, melynek segítségével általános alakú reak
iókh®mérséklet-szabályozással való er®sen elérhet®ségére tudtam feltételt adni.A példában MATLAB program segítségével vizsgáltam a reak
iódinamikaimátrix, illetve a megfelel® Lie-zárójelekb®l képezhet® mátrix rangját.El®ször a h®mérséklet-szabályozással való er®sen elérhet®séget vizsgál-tam. Bebizonyítottam, hogy a kétlépéses soros reak
iók a h®mérséklet vál-toztatásával majdnem mindig er®sen elérhet®k. Ezután általános alakú sorosreak
iók er®sen elérhet®ségét vizsgáltam. Beláttam, hogy a soros reak
iókpontosan akkor er®sen elérhet®k a h®mérséklet változtatásával, ha a folya-mathoz tartozó reak
iódinamikai mátrix teljes rangú és a kezdeti kon
entrá-
iók pozitívak. Utána azt vizsgáltam, hogy az er®sen elérhet®ség általánosalakú párhuzamos reak
iók, illetve körfolyamatok esetében mikor teljesül.Beláttam, hogy párhuzamos reak
iók esetén pontosan akkor er®sen elérhet®79



a rendszer a h®mérséklet változtatásával, ha a reak
iódinamikai mátrix teljesrangú és a kiindulási vegyület kon
entrá
iója pozitív. Körfolyamatok eseté-ben bebizonyítottam, hogy ezek a reak
iók pontosan akkor er®sen elérhet®ka h®mérséklet változtatásával, ha a megfelel® reak
iódinamikai mátrix teljesrangú és a kiindulási anyagok között legfeljebb egy olyan van aminek kezdet-ben nulla a kon
entrá
iója. Ezt követ®en egylépéses, nem elágazó reak
ió-kat vizsgáltam. Els® lépésben spe
iálisan olyan rendszerekkel foglalkoztam,ahol két kiindulási anyagból a folyamat során két termék keletkezik, majdáltalános alakú, egylépéses nem elágazó folyamatokat vizsgáltam. Bebizo-nyítottam, hogy az egylépéses, nem elágazó reak
iók pontosan akkor er®senelérhet®k a h®mérséklet változtatásával, ha a kiindulási vegyületek kon
ent-rá
iói pozitívak.Második lépésben a már látott reak
iótípusok kon
entrá
ió változtatásá-val való egzakt linearizálhatóságát, illetve er®sen elérhet®ségét vizsgáltam.Itt a rendszerben található minden vegyületre külön-külön megnéztem, hogyaz adott anyag kon
entrá
iójának változtatását választva bemenetnek, a rend-szer irányítható-e. El®ször a soros reak
iók egzakt linearizálhatóságával fog-lalkoztam. Beláttam, hogy az általános alakú soros reak
iók kizárólag akkoregzakt linearizálhatók, ha a kiindulási vegyület kon
entrá
iójának változta-tását választjuk bemenetnek. A bizonyítás következményeként adódott, hogysoros reak
iók esetében az er®sen elérhet®ség is 
sak abban az esetben teljesül,ha a kiindulási anyag kon
entrá
iójának változtatása a bemenet. Ezután pár-huzamos reak
iók er®sen elérhet®ségét vizsgáltam. Bebizonyítottam, hogy apárhuzamos reak
iók a kon
entrá
ió változtatásával nem er®sen elérhet®k,így nem egzakt linearizálhatók. Ezt követ®en a körfolyamatokat és az egylé-péses, nem elágazó reak
iókat vizsgáltam. Beláttam, hogy a körfolyamatokmindig egzakt linearizálhatók, illetve er®sen elérhet®k. Megmutattam, hogyaz egylépéses, nem elágazó reak
iók pontosan akkor egzakt linearizálhatók,ha valamelyik kiindulási anyag kon
entrá
ióját választjuk bemenetnek és akiindulási anyagok mindegyikének a kon
entrá
iója pozitív. A bizonyításbóladódott, hogy ezek a reak
iók pontosan ekkor er®sen elérhet®k.Végül összetett reak
iók irányíthatóságának vizsgálatával foglalkoztam.Mivel az ipari reak
iók nagy része nem valamely spe
iális reak
iótípushoztartozik, ilyenkor a lejátszódó folyamat több reak
iótípusból tev®dik össze.Az összetett reak
iók kezelését egy példán keresztül, a bevezetésben említettetanol-kénsav rendszeren mutattam be. Mivel a reak
iók máshogy viselked-hetnek egyensúlyban, mint kiinduláskor, megvizsgáltam a reak
ió irányítha-tóságát kiindulási állapotban, illetve egyensúlyi rendszer esetén is. Beláttam,80



hogy az etanol-kénsav rendszer kiindulási állapotban sem a h®mérséklet, sema kon
entrá
ió változtatásával nem er®sen elérhet®, az egyensúlyi rendszerazonban a bemeneteket megfelel®en megválasztva er®sen elérhet®, illetve akon
entrá
ió változtatásával majdnem mindenütt egzakt linearizálható.
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