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1. fejezet

Bevezetés

1.1. Reakciok iranyithatésaganak jelentSsége

A kémiai reakciok iranyitasa alapjat képezi a mai vegyiparnak. A reakciok
mechanizmusa, végsé kimenetele nagy mértékben fiigg a reakcioban részt-
vevs anyagok koncentraciojatol, az alkalmazott katalizatortol, illetve a kiilsG
kornyezet, h6mérsékletétsl, nyomasatol. Ezeknek a paramétereknek a meg-
valtoztatasaval egyes anyagok esetében az eredetitsl eltérd vegyiiletek ke-
letkezhetnek, illetve reverzibilis reakciok esetén a reakcié a kivant iranyba
eltolhato. Példaul az ammoniaszintézis molszamcsokkenéssel jaro reverzibi-
lis reakcid, igy a nyomas novelése az ammoniaképzGdés iranyaba tolja el az
egyensilyt. A reakci6 exoterm, ezért a keletkez6 ammonia mennyisége a
hémeérséklet csokkentésével is névelhetd.

A hémérséklettel nem csak egyensilyi reakciok szabalyozhatok. Etanol
és tomény kénsav reagaltatasakor 130°C-on éter, 160°C-on etilén keletkezik.
Az étert példaul altatoszerként hasznaljak, mig az etilén fontos vegyipari
alapanyag, tobbek kozott polietilén elGallitdsdra hasznalhatd. Emellett az
etilén a novények érését szabalyoz6 hormon is, igy a tavolrél hajon Eurépaba
szallitott gyiimdlesoket ezzel tudjak utolag érlelni.

Bizonyos molekulédk dimerizacioja vagy polimerizacioja is lehet hGmérsék-
letfiiggs. Példéul a vinil-klorid, a PVC monomere, illetve a metil-metakrilat,
a plexi kiindulasi anyaga csak alacsony hémérsékleten tud polimerizalodni, a
hémérséklet emelkedésével monomerjeire bomlik. Ez lehet6vé teszi az ujra-
hasznositasukat.

Szerves anyagok elégetésekor az égés altalaban nem tokéletesen megy



végbe, kiillonb6z6 széntartalmi, nagy szazalékban aromas vegyiiletek ke-
letkeznek, amelyek koziil szdmos rakkelté hatast. Emellett a reakcioban
szén-monoxid is keletkezik, ami gétolja a sejtek oxigénfelvételét, igy mar kis
mennyiségben is nagyon artalmas. Hdémeérséklet-szabélyozas segitségével a
keletkezé karos anyagok mennyisége jelentGsen lecsokkenthetd, a megfeleld
hémérséklet beéllitasaval minimalizalhato.

Szémos cikk foglalkozik reakciok hémérsékletfiiggésének vizsgalataval, il-
letve iranyithatosagaval [1] [2]. Az dsvanyok hémérséklet-novekedés hatasara
bekdvetkezd szerkezetvaltozéasahoz kapcsolodo héjelenségeinek meghataroza-
sara a differencialis termikus analizist (DTA) hasznaljak. Az asvanyok azo-
nositasahoz egy inert referenciaanyagot hasznélnak. A vizsgalat soran a refe-
renciaanyag hémérsékletéhez képest mérik az 4svany bomlasakor bekovetkezs
hémeérséklet-valtozast egy termoelem segitségével. A DTA-gorbén az anyag
hémeérséklet-valtozasat abrazoljak a beallitott hémérséklet fiiggvényében. A
kapott gborbén az endoterm és exoterm csticsok hdmérsékleti helyzetét, a csu-
csok méretét és alakjat vizsgaljak. Az ismeretlen dsvany meghatéarozasakor a
kapott DTA-gorbét osszehasonlitjak a kiilonb6zd ismert dsvanyok gorbéivel.
Homer E. Kissinger ezzel a modszerrel vizsgélta kiillonb6z6 kdzetek (magne-
zit, kalcit, brucit, kaolin és halloysit) bomlasat. A differencialis hémérsékleti
analizissel kapott fiiggvények gorbéjét 6sszehasonlitotta az egyes kézetek ese-
tében. Azt tapasztalta, hogy a kapott gorbék alakja hasonlo, a jellemz§ cstcs
azonban filigg a reakcidok természetétdl.

A dolgozatban a reakciok hémeérséklet-szabalyozéssal, illetve koncentré-
ci6 valtoztatassal valo iranyithatosagaval, specidlisan erésen elérhet&ségével,
illetve egzakt linearizalhatosdgaval foglalkozom. Megvizsgalom, milyen fel-
tételeket kell biztositani ahhoz, hogy egy kémiai reakcio erdsen elérhetd, il-
letve egzakt linearizalhato legyen. A reakciok vizsgalatahoz a [3], illetve [4]
irodalom szerinti modellt hasznalom, bemenetnek a hémeérséklet, illetve a
koncentracié valtoztatasat tekintem. Az erGsen elérhetdség meghatarozasa-
hoz a modellben szerepl6 egyenletek és a bemenet altal generélt Lie-algebra
dimenzi6jat vizsgalom [5].

A dolgozatot az alabbi részekre bontottam: A 2. Fejezetben attekin-
tem az irdnyithatdsig vizsgalatahoz sziikséges fogalmakat, tételeket, majd a
3., illetve 4. Fejezetben konkrét reakciotipusok erdsen elérhetdségének, illetve
egzakt linearizalhatosaganak feltételét bizonyitom. A 3. Fejezetben a hmér-
séklet, a 4. Fejezetben a koncentraci6 valtoztatasat tekintem bemenetnek. A
3.1. alfejezetben soros reakciokra vizsgédlom meg az erGsen elérhetGséget két-
lépéses, majd altalanos esetben. Ezutan a 3.2. alfejezetben &altalanos alaki
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parhuzamos reakciok, a 3.3. alfejezetben altalanos alaku korfolyamatok, a
3.4. alfejezetben pedig egylépéses, nem elagazd reakciok erGsen elérhetGsé-
gének feltételét vizsgalom hémeérséklet-szabalyozas esetén. A 4.1., 4.2, 4.3,
4.4 alfejezetekben ugyanezen reakciotipusok koncentraciovaltoztatasaval valo
erGsen elérhetGségét, illetve egzakt linearizalhatosagat vizsgalom.

Az 5. Fejezetben az etanol-kénsav rendszer példajan keresztiil mutatom
be, hogyan alkalmazhatok az el6z6 alfejezetekben hasznélt modszerek Ossze-
tett rendszerek vizsgalata esetén.

A 6. Fejezet az eredmények Osszefoglalasat tartalmazza.

1.2. A modell

A vizsgalt rendszer a kovetkezd egyenlettel irhato le:

S a(m,r)X(m) £ 37 8(m, r)X(m), (1.1)

ahol a(m,r) a reaktanskomplex-vektor (az m-edik anyagfajta szamat jeloli
a kiinduléasi anyagban az r-edik lépésben), 5(m,r) pedig a termékkomplex-
vektor (az m-edik anyagfajta szamat jelenti a termékben az r-edik 1épésben).
X(m) az egyes anyagfajtak koncentracioja, k, a reakciolépéshez tartozo se-
bességi egyiitthato az r-edik lépésben.

Az (1) egyenlettel definialt rendszer ,h6mérlegét” az alabbi differencialegyenlet-
rendszer segitségével adhatjuk meg:

R
T = Zv(m, T)kr,oe%xo‘("r) (1.2)
r=1
. R 1 _E
T = Z B—kr,oeﬁxa("r) + u, (1.3)
r=1 T

M
ahol zoG7) = Hx;‘(p’r) ,m=1,2,..., M.

p=1
Itt &, az m-edik anyagfajta koncentraciojanak idébeli valtozasat, T pe-
dig a hémeérséklet idGbeli valtozasat leird fiiggvény. Az egyenletek jobb
oldalan az Osszegzést R-ig kell végrehajtani, mivel a reakcidlépések szama
R. A ~(.,r) vektor a reakciovektort jeloli, amelynek Osszetevéi v(m,r) =



Elnevezés Jel | Mértékegység | Ertékintervallum
koncentracio c ol 1076 -2
hémeérséklet T °K 300 — 2000

aktivalasi energia E miol 100 — 500
egyetemes gazallando R e 8,314
reakcidentalpia és 3 mol 1920
hokapacitas hanyadosa K dm?
preexponencialis faktor I 1 10-6 — 10-3
(elsdrendii reakcid esetén) 0 s
reakcidsebességi egyiitthato K(T) 1 10-6 — 10-3
(els6rendi reakcio esetén) s
preexponencialis faktor I dm? 10-6 — 101
(mésodrendii reakcio esetén) 0 mol s
reakciosebességi egyiitthato K(T) dm3 10-6 — 1011
(mésodrendii reakci6 esetén) mol s

1.1. tablazat. Paraméterek

B(m,r)—a(m,r) moédon szamolhatok, ahol m = 1,2,..., M. Az r-edik reak-
cibhoz tartozo preexponencialis tényezé k, o, amibdl a l;:,«(t) reakciosebességi
egyiitthato a lNﬂr(t) = knoe% osszefliggés alapjan kaphato. A képletben E,
az r-edik lépéshez tartozo aktivalasi energia. Az eR_T% exponencialis fliggvény
nevezGjében szereplé R paraméter az egyetemes gazallandot jeloli, melynek
értéke az [Tl tablazatban taldlhaté. Az u bemenet a reakcid irdnyitésat
megadé skalarmennyiség [3] [4]. Az egyenletrendszerben szereplé paraméte-
rek jelentését az [[LIl tablazatban foglaltam 6ssze [6].

A kémiai rendszerek specialis tulajdonsaga a pozitivitas [4]. Azok a ve-
gyiiletek, melyeknek a kiindulasi koncentracioja pozitiv, a teljes reakciofolya-
mat soran jelen vannak a rendszerben, mennyiségiik semelyik lépésben nem
csOkkenhet le nulldra. Ennek segitségével a kezdeti Osszetétel ismeretében
a rendszer barmely kés6bbi idGpontbeli Gsszetételére kovetkeztetni tudunk,
egyes reakciok esetében meg tudjuk mondani, hogy adott koncentracidarany
eléréséhez mely vegyiileteknek kell kiindulaskor jelen lenni a rendszerben.

Az egyes kémiai reakciokat a rendtségiikkel jellemezhetjiik [7] [8]. A ren-
diiséget a reakciosebesség és a koncentraci6 kapcsolata adja meg. Els6rendii
reakciok esetén a reakci6 sebessége egyenesen aranyos a koncentracioval, mé-
sodrendi reakciok esetében pedig a reakcidsebesség a reaktans koncentracio-




Els6rendii reakciok altalaban a fotokémiai, illetve a disszipacids, izomeri-
zacios reakciok (pl. H,O — HT 4+ OH™, N,O, — 2NO, vagy a cisz-
transz izoméria). Masodrendii reakciokra példa a nitrogén-dioxid nitrogén-
monoxidda alakulasa (2NO, — 2NO + O,), vagy a nitrogén- monoxid és

az Ozon reakcidja (NO 4+ O3 —— NO, + O,). Ide sorolhato sok égési reakcio
is.



2. fejezet

Elmélet: hattér

A kémiai reakciok iranyithatosagédnak nagy jelentGsége van az iparban. Fon-
tos, hogy a keletkez6 termékelegy minél nagyobb mennyiségben tartalmazza
az elGallitando vegyiiletet, a melléktermékek mennyiségét pedig minimali-
zalni tudjuk. A megfelel elGallitasi modszer kivalasztasahoz ismerniink kell,
mely reakciok, milyen feltételek mellett iranyithatoak.

Az irdnyithatosag vizsgalatahoz a késGbbiekben felhasznalt fogalmak, de-
finiciok a kovetkezdk 2] [9] [5] [10]:

1. Definici6. Tekintsiik a kévetkezd sima, bemenetaffin rendszert:
J
B(t) = f(x(t) + Y gile®)u;(t), =(0) =z € RY, (2.1)
j=1

ahol g1,92,...,95, f € C2(U,RN), U C RN és u a bemenet. Legyenek az
elérhetdségi halmazok
1. R(z*,T) ={z(T)| = a rendszer trajektoridja az dsszes megengedett u
irdnyitas mellett T idd elteltével, ha x(0) = x*},
2. R(z*, < T) = Usepon R(w,t) és
3. R(l'*) = UtZQR(ZL‘,t).

Ekkor a rendszer
L. elérhetd az x* pontbdl, ha R(x*) pontnak van belsd pontja.
2. erdsen elérhetd az x* pontbdl, ha az R(x*,T) halmaznak VT > 0
esetén van belsd pontja.
3. lokdlisan irdnyithatd az x* pontbdl, ha az x* pont az R(xz*) halmaz



belsd pontja.

4. kis 1ddben lokdlisan irdnyithato az x* pontbol, ha 3T > 0, hogy Vt €
[0, T] iddre x* belsé pontja az R(x*, < t) halmaznak.

5. globdlisan irdnyithatd az x* pontbdl, ha R(z*) =U.

2. Definicio. A2 alaki rendszer J = 1 esetén egzakt linearizdlhatd az x* €
RN pontban, ha az x* pontban dttranszformdlhatd eqy integrdtorsorrd, azaz
léteznek olyan z = ¢(x) és v = a(x) + B(x)u transzformdcidk, ahol ¢, v, B :
RY — RY és B(z*) # 0, hogy a transzformdlt rendszer differencidlegyenlete

2"1 = 29
2"2 = Z3
Zn—1 = Zn
Zn = U

A dolgozatban specidlisan kémiai reakciok erésen elérhetGségét és egzakt li-
nearizalhatosdgat vizsgélom.

3. Definici6. Legyen f € C*(RY) és g € C*(RY). Ekkor az f és g vek-
tormezdk dltal meghatdrozott Lie-zdrojel a kévetkezd dsszefiiggés alapjan szd-
molhato:

[f.9l=9'f=f9. (2.2)
4. Definicié. Legyen V wvektortér valamely F test felett. A V wvektorteret
Lie-algebranak nevezziik, ha értelmezett rajta a [.,.] : V x V =V kétvdltozds

mduvelet, melyre teljesiilnek a kovetkezd tulajdonsdgok:
1. Bilinearitds: ¥cy, co € F' ésV x,y,2 € V esetén

[c1x + oy, 2] = 1]z, 2] + e2ly, 2] (2.3)

[z, 1 + oY) = 1]z, x] + 2]z, Y] (2.4)

2. Vo €V esetén [x,x] =0
3. Jacobi-azonossig: Vx, y, z € V

[z, [y, 2] + [y, [z, 2]] + [z, [, 9]] = 0. (2.5)



5. Definicio. Az f és g € C®(RY) vektormezdk dltal generdlt Lie-algebranak
nevezziik és A = Lie(f, g)-vel jeliljiik a C°(RY ,RY) linedris tér legkisebb
olyan alterét, amely eleget tesz a kovetkezd feltételeknek:

1. f,g €A,

2. Ha a,b € A, akkor [a,b] € A.

6. Definicié. Azt az operdtort, amely minden x € RY ponthoz eqy RY -beli
linedris alteret rendel, disztribicionak nevezzik és A-val jeldljiik.

7. Definicié. Az f vektormezd eleme a A disztribicionak, ha Vo € RN
pontra f(x) C A(z) teljesiil.

8. Definicio. A A, disztribiciot irdnyithatdsdgi disztribicionak nevezzik,
ha teljesiilnek a kéovetkezd feltételek:

1. span{gy(z), 92(), .., 02(2)} € Ao(a)

2. A. invaridns az [ vektormezdre: ¥n € A, esetén [n, f] € A,

3. A involutiv: Yy, me € A, esetén [n,ms] € A..

1. Megjegyzés. A g;,[f 95,7 =1,2,...,J vektormezdk dltal generdlt Lie-
algebra kifesziti az iranyithatosdgi disztribicio eqy alterét.

1. Tétel. Legyen a A. iranyithatdsdgi disztribicio. A rendszer erdsen elér-
hetd valamely x* € RY pontban akkor és csak akkor, ha dim A.(z*) = N.

Kémiai reakciok esetén a tétel modositasra szorul, mivel a reakcidkat
leir6 differencidlegyenlet-rendszerben lehetnek Gsszefiiggs egyenletek. Itt a
rendszer pontosan akkor erdsen elérhets valamely z* € RY pontban, ha az
irdnyithatosagi disztribicié dimenzidja a linearisan fiiggetlen egyenletek sza-
manak és az iranyitott mennyiség dimenzidjanak Osszegével egyezik meg az
x* pontban.

Az Il tétel segitségével megadhato az egyes tipusu kémiai reakcidkra
jellemz6 iranyithatosagi altér, ez alapjan pedig eldonthetd, milyen feltételek
esetén erdsen elérhets a reakcio.
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3. fejezet

Iranyithatosag vizsgalata specialis
tipusu kémiai reakcidk esetén a
hémérséklet-valtozas segitségével

Kémiai rendszerek esetében a kivant végtermék elGallitasahoz, illetve a kelet-
kez§ melléktermékek mennyiségének minimalizalasdhoz fontos, hogy a lejat-
sz6do folyamatokat iranyitani tudjuk, azonban a kémiai reakciok nem mind-
egyike iranyithato.

Tekintsiik a

Za(m,T)X(m) LN Zﬁ(m,r)X(m), r=1,2,...,R (3.1)

altalanos alaku rendszert, ahol «(.,r) a reaktanskomplex-vektor, 5(.,7) a
termékkomplex-vektor, X(m) az m-edik anyagfajta koncentracioja, k, pedig
az r-edik reakcidlépéshez tartozo sebességi egyiitthato. A v(.,r) = B(.,r) —
a(.,r) reakciovektorokbol képezhets « sztdchiometriai matrix ismeretében a
folyamatot leiro differencidlegyenlet-rendszer & = f(x) + gu alakban irhato.
Ahhoz, hogy el tudjuk donteni, iranyithato-e a rendszer, a g és [f, g] vektor-
mezGk altal generalt Lie-algebrat kifeszitd, linearisan fiiggetlen vektormezsk
szamat kell meghatarozni. A generélt Lie-algebrat kifeszité vektormezs ele-
meinek konnyebb kezeléséhez definidlom az ad,f operatort:

9. Definici6. Legyen f € C*(RY),g € C*(RY). Definidljuk az ad,f :
C>®(RY) x C®(RY) — C=(RY) operdtort a kivetkezdképpen:
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adgf = [f, 9l =4d'f = 1y, (3.3)
ad) f = ¢'(ad) "' f) — (ad) "' f)'g. (3.4)

Mivel az f vektormezé kifejezése tartalmazza a k, reakciosebességi egyiitt-
hatot, a g és [f,g] vektormezsk altal generalt Lie-algebrat kifeszits Lie-
zarojelek linedris fiiggetlenségének vizsgalatdhoz meg kell hatarozni a k, re-
akciosebességi egyiitthato megfelels derivaltjait. Jeldlje k. (T(t)) = k.(t) az
r-edik reakciolépéshez tartozod reakciosebességi egyiitthatdé homérséklet fiig-
gését. A k. (T) reakciosebességi egyiitthatdé hémérséklet szerinti els§ deri-
valtja

_Er

E,

K(T) = (3.5)

alakt, ahol r € {1,2,... M}.
A k,.(T) reakcidsebességi egyiitthaté magasabb rendd derivaltjai a két
tényezds szorzatszabdly altalanos alakjat felhasznalva hatarozhatok meg [11].

2. Tétel. [Leibniz-szabdly] Legyenek u(x),v(x) € C™ (I, R) tetszdleges fiigg-
vények, ahol I C R intervallum. Ekkor az (uv)(x) szorzatfiggvény n-edik
derivdltja (n € N) az alabbi dsszefiiggés alapjin szamithato:

(1)) = 3 ()l o) (36)

S
s=0

A E/(T) derivalt szorzatfiiggvény alaki, igy arra a Leibniz-szabalyt al-
kalmazva a k.(T') reakciosebességi egyiitthato homérséklet szerinti n-edik
(n € N) derivaltja a kovetkezs alakban irhato:

n-1 (ns 1)
(n) — (1) — _
KO(T) = (K) (1) = kro 1'2 Tn

s=

)& (3.7)

A g és [f, g] vektormezdk altal generalt Lie-algebrat kifeszits Lie-zarojelek
linearis fliggetlensége vizsgalhatd gy, hogy a megfelel§ Lie-zardjelekbdl egy
méatrixot képziink, ezt szorzattd alakitjuk, és a tényez6 matrixok rangjat
vizsgéljuk. Ehhez definidlom a reakciédinamikai matrix fogalmat:

10. Definicid. A reakcidsebességi eqgyiitthatok derivdltjaibol képezhetd D,, nx
n-es mdtrizot reakciodinamikai mdtriznak nevezzik. A D, (n € N) mdtriz

12



alakja a kéovetkezd:

N . N

Ky ko ()R

o | HoOE (—1)mk{"
T e

n—1 n—1 =-*- ( ) n—1

—K kK (=)

nxn

A reakciodinamikai méatrix rangjanak ismeretében tudunk kiévetkeztetni az
egyes reakciok iranyithatosagara. A rang meghatarozasahoz a Wronski-determinansra
vonatkozo tételt hasznalom [12]:

11. Definici6. Az [ intervallumon értelmezett, legaldbb (n—1)-szer derivdl-
hato f1, fa, ..., fu fligguények Wronski determindnsa

Al flr) o fal2)
V@) A . )
w=| 2@ P ... 12

@) @) . £ @)

3. Tétel. Legyenek fi, fo, ..., fu az I intervallumon értelmezettek és ott leg-
aldbb (n — 1)-szer derivdlhatok. Ha létezik az I intervallumnak olyan pontja,
ahol a fiigguények Wronski-determindnsa nem 0, akkor az fi, fo, ..., [a
fiigguények linedrisan fiiggetlen rendszert alkotnak.

1. Allitas. Ha van olyan pont az dllapottérben, ahol det(D,) # 0, n € N
esetén, akkor a D, reakciodinamikai mdtriz teljes rangii.

Bizonyitds.  Jelolje a reakciodinamikai matrix rangjat rang(D,,). Mi-
vel matrixok transzponalasa a rangot nem valtoztatja meg, rang(D,) =
rang(DT). A matrix sorainak, illetve oszlopainak szammal valé szorzasival
szintén nem valtozhat a rang, igy

rang(D,,) = rang(D!) = rang kR kY
ACEN ORI

nxn
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A kapott matrix determinansa a Wronski-determinans f; = k|, fo =k}, ...,
fn = k|, fiiggvényekkel:

w = |k Ok k)

AR ORI
Mivel az f1 = ki, fo =k, ..., fn = k], fliggvények folytonosan derivalhatok
R*-on, alkalmazhat6 a Bl tétel: ha van olyan pont az allapottérben, melyre
W #£ 0, akkor az fi, fo, ..., f, fiiggvények linearisan fiiggetlen rendszert

alkotnak, azaz a D,, reakciodinamikai matrix teljes rangu lesz. [

Az[l allitasbol kovetkezik, hogy ahhoz, hogy a D,, reakci6dinamikai méat-
rix teljes rangi legyen, elegendd, ha van olyan pont az éllapottérben, melyre
det(D,) # 0. Konkrét reakciok esetében, ahol az anyagfajtak szama rog-
zitett, a D, reakciodinamikai méatrix determinénsa példaul MATLAB vagy
Mathematica program segitségével konnyen meghatarozhato. A determinans
ismeretében pedig eldonthetd, teljes rangi-e a D, métrix, igy meg tudjuk
mondani, er§sen elérhetG-e a hémérséklet valtoztatédsaval az adott kémiai
rendszer.

Az [Il tétel szerint a rendszer pontosan akkor erGsen elérhets, ha a g
és [f, g] vektormezsk altal generalt Lie-algebrat kifeszits linearisan fiiggetlen
vektormezsk szama megegyezik a kozvetleniil iranyitott mennyiség (ez most
a homeérséklet) dimenzidjanak és a linearisan fiiggetlen egyenletek szamanak
Osszegével.

A kovetkezs alfejezetekben specidlis alaku reakciok hémérséklet valtoztata-
saval valo erGs elérhetGségének feltételeit vizsgalom.

3.1. Soros reakciok

kn—l

Soros reakcioknak nevezziik az A, —1s A, =25 ... 2% A alaki reakei-
okat, ahol Ay, As, ..., A, az egyes reakciolépésekben résztvevs vegyiiletek,
ki, ko, ..., kn_1 > 0 pedig a megfelel§ 1épésekhez tartozd reakciosebességi
egylitthatokat jelolik. Legyenek aq, as, ... a, > 0 a megfelel§ vegyiiletek
koncentracioi.
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El6szor specidlisan a két 1épésbdl 4llo kémiai reakciok erdsen elérhetGségét
vizsgalom.

2. Allitas. A kétlépéses soros reakcidk a hémérséklet vdltoztatdsdval majd-
nem mindeniitt erdsen elérhetdk.

Bizonyitds. A kétlépéses soros reakciok
k1 ko
A—B—C

alakban frhatok, ahol A, B, C a reakciéban résztvevs vegyiiletek.
A reakciofolyamatot leird reaktans- és termékkomplex-vektorokbol képzett
matrixok:
10
a=1 01

0 0
, =110
0 0 01

y=0—-a= 1 -1

Ekkor a rendszert a kovetkezs differencidlegyenlet-rendszer irja le:

. —E
a = —kia=—kj e BT a

. —Ey —Eq
b= k‘la — k?gb = k‘lyoeﬁa — k?g’Q@R_Tb
¢ = kob = kpge #FD

]ﬁ,o =By kz,o —Ey
_e R

. By
T: Ta—f-?eRTb“[‘u,

ahol u az irdnyitast adja meg.
A differencialegyenlet-rendszer & = f(x) + gu alakban irva:

a —k‘la 0

b | Fia—kqb 0

¢ |~ kob o[
; . ks

T ?CL + 3 b 1

15



ahol
—Cl,kfl

. ak‘1 — bk?g .
= bk, » 9=

ki, o ke
sa+ Bb

_ o O O

A rendszer erGsen elérhet&ségének vizsgélatdhoz a g és adyf vektormezdk
altal generalt Lie-algebrat kifeszit6 linearisan fiiggetlen vektormezék szamat
kell megvizsgalni. A rendszer az [l tétel alapjan pontosan akkor erdsen
elérhets, ha az iranyithatosagi disztribiicio dimenzidja megegyezik a lineari-
san fiiggetlen egyenletek szdmanak és a kozvetleniil iranyitott mennyiség, a
hémérséklet dimenzidjanak osszegével.

Mivel a sztochiometriai matrix rangja 2, a pillanatnyi koncentraciot leiré dif-
ferencialegyenletek 2 dimenzios alteret feszitenek ki. A hémérsékletre vonat-
kozo6 egyenletet is tartalmazo teljes rendszer 3 dimenzios alteret hataroz meg,
igy dim A, < 3. A rendszer pontosan akkor erGsen elérhets, ha dim A, = 3.

Az ad,f és ad§ f vektormezGk ekkor:

ak’
—ak), + bk,
adgf=9g'f —flg=—fg= _lbké “

k4 k!
— g B3y

—ak!
ak)l — bk
adyf = g'(adyf) = (adyf)'g = —(adg fg = | " ppr "

K Ky
50+ Bb

A kq, ko reakciosebességi egyiitthatok k; = ki,oe%? alakban irhatok, ahol k; o,

E; és R nem nulla konstansok, i € {1,2}. A K derivélt k) = (155 )kioe 77

alaki, igy Vi k] # 0. A masodik derivaltak a k! = k; <R2—ZT4 — 5 et

ha T = QE;%. Ha a kf = 0 és kI = 0 feltétel is fennall, az adf?f nullvektor.

Ha az a koncentraci6 nulla, ad, f = —:—,é,adﬁf, ha pedig b = 0, akkor ad, f =
2

i adzf teljestil. Ha az a = 0 és b = 0 feltétel is fenndll, ad,f és adzf

By
E? 2F
Osszefiiggés alapjan szamithatok ki. A k! = 0 feltétel pontosan akkor 4ll fenn,
Ekkor dim A, < 3, igy az[Il tétel szerint a rendszer nem erésen elérhetd.
H
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nullvektormezdk, igy az adyf és adz f Lie-zarojelek ezekben az esetekben is
osszefiiggGek és az[Il tétel miatt a rendszer nem erGsen elérhetd.

A kovetkezékben azt az esetet vizsgalom, ha k] = 0 és k) = 0 feltételek
egyszerre nem allnak fenn, illetve az a, illetve b koncentraciok pozitivak.
Ha a(0) > 0 és b(0) > 0 teljesiil, a pozitivitas miatt a(t) > 0, illetve b(t) > 0
Vt > 0 esetén is fennall. Lathat6, hogy ekkor a g az ad,f, illetve az adzf
Lie-zarojelektdl linedrisan fiiggetlen, mivel V¢ a(t) # 0 és b(t) # 0. Az ad, f
és ad? f vektormezdk linearis fiiggetlenségének bizonyitasdhoz a kdvetkezd
segédallitast hasznalom:

1. Lemma. Legyenck x,vy,z € RY pdronként linedrisan fiiggetlen vektorok.
Ekkor az x + y o0sszequektor linedrisan fiiggetlen a z vektortol.

Bizonyitds. Az x, y, z vektorok paronként linearisan fiiggetlenek:
ar+py=0<—=a=0=0 Vo, E€R

Yye+oy=0<=vy=06=0 Vv, 0€R
ex+(y=0<=ec=(=0 Ve, (€R
Indirekt modon tegyiik fel, hogy 3 w € R,w # 0, amelyre teljesiil, hogy

w(z +y) = z. Ekkor wx — 5 = —wy + 5, azaz
w 0

0 =| —w
1 1
2 2

Az egyenlGség csak akkor édllhat fenn, ha w = 0, ez azonban ellentmond a
feltételeknek. Igy igaz az eredeti allitas. O

Jelolje ad,f|,_, és adyf|,_, az ad,f vektormez6t a = 0, illetve b = 0
esetén.

0 ak

bi, —ak,
adgfloso = | _ppy | 2adsflozo = 0
k3 K

—% —3a

Hagyjuk el az ad,f|,_,, adyf|,_,, adyf, g és adf]f Lie-zarojelek utolsé ko-
ordinatait. Jelolje az igy kapott vektormezdket ad, fl|a:0,

ady fil,_o. adgfi, g, illetve ad?f;. Ekkor az ad,f; vektormezs elall ad, f; =
ady fi| ,_, + adg fi],_, alakban.
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Léathato, hogy ad, fi|,_, és adzfl, illetve ady fi[,_, és adzfl linearisan fiiggetle-
nek, igy az 1. lemmat felhasznélva adodik, hogy ad, fi|,_,+ady fil,_, = ad,y fi
és adg fi is azok. Mivel g; nullvektor, barmely vektormezdével linearisan Gssze-
fiigg. A 4. koordinatat is figyelembe véve azonban adz f,adyf és g linearisan
fiiggetlenek, igy dim A, = 3. Az [0l tételt hasznalva adodik, hogy a rendszer
barmely kezddallapotbol kiinditva erdsen elérhets. Igy a kY = 0 és k) = 0,
illetve az a(0) = 0 vagy b(0) = O eseteket is figyelembe véve a rendszer
majdnem mindeniitt erésen elérhets. [

Masodik lépésként altalanosan, (n — 1) lépésbdl allo soros reakciok ho-
mérséklet valtoztatassal valo erésen elérhetdségét vizsgalom.

3. Allitas. Az A, LN A, IS N A, alaki dltaldnos soros reakciok
pontosan akkor erdsen elérheték a hdmérséklet vdltoztatdssal, ha a folyamat-
hoz tartozé D, reakciddinamikai mdtriz teljes rangi és az a;(0), a2(0), ...,
an—1(0) kezdeti koncentrdciok pozitivak.

k k}g N kn—l

Bizonyitds. Az A, — A, s> A, reakcioban jeldlje ay, as, ...,
a, > 0 a megfelel6 anyagok koncentracioit.
Ekkor a folyamathoz tartozo n x (n — 1)-es méreti sztochiometriai matrix:

-1 0 0 ... 0 0
1 -1 0 ... 0 0
o 1 -1 ... 0 O

fy: . . . . .
0o o0 0 ... 1 -1
0 0 O

nx(n—1)

A rendszert leir6 differencidlegyenlet-rendszer & = f(x) 4+ gu alakban irva a
kovetkezG:

ay —kiay 0
Qs kiay — kaas 0
= + u
Ap—1 kn—2a'n—2 - kn—lafn—l 0 ’
dn kn—lan—l 0
d kn—
T %al—l—%ag—i—...jLTlan,l 1

ahol u az irdnyitast adja meg,
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—kyay 0

kiay — kaas 0
f= 9=\
kn—Qan—Z - kn—lan—l 0
knflanfl
kn—
%a1+%a2+...+71an_1 1

A ~ sztéchiometiai matrix rangja (n—1), a kozvetleniil irAnyitott mennyiség,
a hémérséklet dimenzioja pedig 1, igy az[Il tétel szerint a rendszer pontosan
akkor ergsen elérhet, ha dimA. = (n — 1) +1 = n. Az erdsen elérhetGség
vizsgalatdhoz az ad,f és g vektormezdk altal generalt Lie-algebrat kifeszité
vektormezok linearis fiiggetlenségét kell megvizsgalni.

2. Lemma. Soros reakcick esetén az ad,f és g vektormezdk dltal generdlt
Lie-algebrdt kifeszitd vektormezdk

—k%s)al
kis)al — kés)ag
& f = (-1)° s . s
& gf ( ) kﬁf)gan72 - kﬁf)lanfl
kg?lan—l

(s) (s) (s)
kl kz kn—l

alakiak, ahol s € {1,2,...,n—1}.

Bizonyitds. A lemmat a teljes indukci6 modszerével latom be.
A generalt Lie-algebrat kifeszits vektormezdk koziil, az ad, f vektormezs

—k‘ial
k:’lal — k?éa,g
adgf =g'f—flg=—f'9=— K s S Sy

n— - n— -
K —10n—1
k! K/ Kl
Flal + FQCI,Q 4+ ...+ Tlan,1
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alakban irhato, az adf?f Lie-zaro6jel pedig

Ky

ki’al—ké’ag

Bf=d . 1o :

adyf =4'[f, 9] = [f,9]'9 =+ K s — K an
ky_qan-1

1 1"
kl

k// kn,
Fal—l—%ag—k...—i— Blan_l

alaki. Az ad,f, illetve adzf Lie-zarojelek alakja megegyezik a lemmaban
feltettel s=1, illetve s=2 esetén.
Tegyiik fel, hogy az adffl f Lie-zarojel alakja

—k%s_l)al
k:gs_l)al . kés—l)a2

(s—1) (s—1)
kn72 n—2 — knfl Qn-1
(s—1)
kn—l n—1
kﬁsfl) késfl) 515:11)
B a1—|— 3 CL2—|—...+ B Ap—1

Az adj f Lie-zarojel adffl f ismeretében az

adyf = g'(ady™'f) = (ady™' f)'g = —(ad; ™" f)'g

Osszefiiggés alapjan szamolhato. Az indukcits feltételt felhasznalva az allitas
adodik, hiszen az el6z6 kifejezést kifejtve kapjuk, hogy

—]{]§s)a1
k%s)al — k;s) a9

ad’f = (—1)° s : s
gf ( ) k:;_)gan—Q - k:;_)lan—l
kﬁlsf)lanfl
k(s) k‘(s) k‘f,ln__l)
16&1+ QBGQ—F—'— 51 Ap—1
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Hagyjuk el az ad f Lie-zar6jelek utols6 koordinatait, jeldlje ad; f; az igy
kapott vektormezdket. Az ad;f; Lie-zarojel felbonthato egy n x (n — 1) és
egy (n — 1) x 1 méretdi matrix szorzatava:

—kis)al
k‘%s)al — k’és)a,g
s s ]{]és)a,z — ]{]:(38)0,3
adgfl =(-1) . =
kﬁzs—)zan—2 - kﬁzs—)lan—l
kT(ls_)lanfl nx1
—a; 0 0 0 Ky
aq —Qa2 0 0 kéS)
0w 0 0 kS
T K,
n—1 nx(n—1) k?f,)l (n—1)x1
Ez az atalakitas minden s € {1,2,...,n — 1} esetén megtehetd.

Jelolje © az ad; fi, s = 1,2,...n — 1 Lie-zardjelekbdl képezhets matrixot:

O = (adyf; adj fi ad;“l )

nx(n—1).

Ekkor © felbonthat6 az A n x (n — 1) méretii és a D,,_; (n —1) x (n — 1)
méreti matrixok szorzatava:

O = Aanla

ahol A a koncentraciokat tartalmazé szorzotényezG-métrixot jeloli:

—a; O 0 0
aq —as 0 0
0 ag 0 0
A= : : : ;
0 0 Ap—2 —Ap—1
0 0 0 Qp—1

21
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a masodik szorzétényezG-matrix pedig a D,,_; reakciédinamikai méatrix:

—k] Ko (_1)n—1k§n71)
—k) Ky ... (_1)n—1kén—1)
n— n—1
Dy = _.ké kg B (=1) .1l<:§ )
-k, o kI o ... (_1>n—1]€£:i—21)
n— n—1
—k,_ Ry .. (1) 1]{/,7(1_1 ) e

Az A métrix teljes rangtsagara a kovetkezs tétel segitségével adok felté-
telt [13]:

4. Tétel. Legyenek A, B tetszdleges mdtrizok. Fkkor
rang(AB) < min(rang(A), rang(B)).

A [l tétel szerint a © méatrix teljes rangusaganak sziikséges feltétele, hogy

az A és D, 1 matrixok rangja n — 1 legyen. Ha az ay, ao, ..., a,_1 koncent-
raciok barmelyike nulla, akkor az A métrixnak van olyan oszlopvektora, ami
nullvektormezd, igy ekkor rang(A) < n — 1. Ha az a4, as, ..., a,_1 koncent-

raciok mindegyike pozitiv, az A matrix oszlopvektorai linearisan fiiggetlenek,
igy ekkor rang(A) = n — 1. Mivel a kémiai rendszerekre jellemzé a pozitivi-
tas, a1(0), a2(0), ..., a,—1(0) > 0 esetén ay(t), as(t), ..., an—1(t) >0Vt >0
esetén teljesiil. Az a, koncentricié nem befolyasolja az A matrix rangjat.

A © matrix rangjanak vizsgalatahoz a kovetkezd tételt hasznalom [13]:

5. Tétel. Ha B n x k méretd mdtriz és rang(B) = n, akkor rang(AB) =
rang(A), ahol n,k € Z*.

A B tételt alkalmazva adodik, hogy rang(©) = n — 1 akkor teljesiil, ha
rang(D,,_1) = n—1, azaz ha a reakciodinamikai matrix teljes rangu. Ekkor a
homeérséklet valtozasra vonatkozo egyenletet is figyelembe véve az adyf és g
vektormezdk altal generdlt Lie-algebra dimenzidja dim A, =1+ (n—1) = n.
Az [0 tételt felhasznélva adodik, hogy ha a D, ; reakciddinamikai matrix
teljes rangu és az a1(0), ax(0), ..., a,-1(0) koncentraciéo mindegyike pozitiv,
akkor a rendszer erGsen elérhetd.

Az allitas megforditasa is igaz. Ha ismert, hogy erGsen elérheté a rendszer,
az [[l tétel miatt dimA, = n, azaz dim©® = n — 1. Ekkor a tétel
szerint rang(©) > n — 1, illetve rang(A) > n — 1. Mivel a © matrix (n —
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1) x (n — 1) méretd, a rang(0©) < n — 1 feltételnek is teljesiilnie kell. A
két egyenldtlenséget Osszevetve adodik, hogy rang(©) = n — 1. Hasonloan
latszik, hogy az A matrix rangja is n — 1, azaz az a1(0), a2(0), ..., a,—1(0)
koncentraciok pozitivak.

Tehat a soros reakciok pontosan akkor erdsen elérheték a hémérséklet
valtoztatassal, ha a folyamathoz tartoz6 D,,_; reakciddinamikai matrix teljes
rangi és az a1(0), az(0), ..., a,_1(0) kezdeti koncentraciok pozitivak. [

3.2. Parhuzamos reakcidok

Parhuzamos reakcioknak nevezziik azokat a kémiai reakciokat, ahol egy adott
kiindulasi anyagbol tobbféle termék is keletkezhet.

A parhuzamos reakciok A B, A LN B,, ..., A LN B, alakba ir-
hatok, ahol A a kiindulasi anyag, By, Bs,...,B,, a kiilonb6z6 reakciokban
keletkez termékek, ky, ko, ..., k, > 0 pedig az egyes reakciokhoz tartozo
reakcidsebességi egyilitthatok. Legyenek a, by, bo, ..., b, > 0 a megfelel§
anyagok koncentracioi.

4. Allitas. A pdrhuzamos reakciok a hémérséklet vdltoztatdsdval pontosan
akkor erdsen elérhetdk, ha a folyamathoz tartozé D,, reakciodinamikai mdtrix
teljes rangi és az a(0) kiinduldsi koncentrdcid pozitiv.

Bizonyitds. A reakciofolyamatot a kovetkezd (n + 1) x n-es méreti
sztochiometriai matrix irja le:

-1 -1 -1 -1 -1
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
v=| 0o o 1 0 0
0 1
0 0 0 0

(n+1)xn
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Ez alapjan felirhaté a folyamatokat leird differencidlegyenlet-rendszer:

a —kia —kea — ... — kpa 0
i)l k;la 0
i)g koa 0
. = . + . |
b, kna 0
T %a+%a+...+%a 1

ahol u a bemenetet jeloli. A differenciadlegyenlet-rendszer ebben az esetben
is megadhat6 & = f(x) + gu alakban, ahol

—kia —kea — ... — kpa 0

k‘la 0

k’ga, 0

f: : 7g: :
kna 0
%ajt%a—l—...—i—%"a 1

A v sztdchiometiai matrix rangja n, az irdnyitott mennyiség dimenzidja pe-
dig 1, igy az [l tétel szerint a rendszer pontosan akkor erésen elérhets, ha
dim A, = n+1. Az erGsen elérhetGség eldontéséhez az ad, f és g vektormezdk
altal generélt Lie-algebrat kifeszité vektormezdk lineéris fiiggetlenségét kell
megvizsgalni.

3. Lemma. Pdrhuzamos reakciok esetén az ad,f és g vektormezok dltal ge-
nerdlt Lie-algebra ad f vektormezdje:

Ay L R— P
k‘%s)a
. . EVa
ads f = (1) ; ,
EYa
k(5) k(s) kf’Er,S)
50+ Ha+ ...+ Tga

ahol s € {1,2,... n}.
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Bizonyitds.
Az ad, f vektormezs

adgf=¢'f—fg=—fg=~

A lemmat a teljes indukci6 modszerével bizonyitom.

. , , 2 . L. .
modon irhato, az ad, f Lie-zarojel pedig

adzf = g'(adgf) - (adgf)/g =+

alaki. Az ad,f, illetve adz f vektormez6 megegyezik a lemmaban szerepld

/ / /
—kla—Fka—...—kla
k\a
1

k/
261/
/
/ / kna/ ’
K, k) k
Sa+ 2a+...+ 2
At At
" " "
—kla—Fkja—...—kla
kla
1
7
Ha
kl'a
k/ll ké/ k//

7@—1—7(1—1—...—1—7”@

Lie-zarojellel s=1 és s=2 esetén.
Tegyiik fel, hogy az ad‘;_1 f vektormezG alakja a kovetkezs:

Az ad f Lie-zarojel az

Y - R
kng—l)
késfl)
(s—1) (s—1) (s—1)
S a+t—at. 4B g

adyf = g'(ady™' f) = (ady™' f)'g = —(ad; ™" f)'g

kifejezés alapjan szamolhato. Az indukcios feltételt felhasznalva az ady f Lie-
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zardjel

ey R
k%s)a
k9a
ads f = (—1)° ;
£ q
kiwa—i— ké;)a—I— oot I“(ls)a

B

modon szamolhato, azaz teljesiil az allitas. [J

Hagyjuk el az adjf Lie-zarojelek utolsé koordinatéit. Jelolje a kapott
vektormezSket ad; f;. Az adj f; Lie-zérdjel felbonthat6 egy (n+1) X n és egy
n X 1 méret matrix szorzatava:

B

—k{s)a — k:és)a — .. —kYa
kY
S S kéS)a’
ady fi = (=1) oM =
(5)
kna (n+1)x1
(s)
—a —a —a —a —a k% )
a 0 0 . 0 0 ks
0 a O 0 0 kS
0 0 0 .. a 0 K
0 0 0 ... 0 K

(s)
(n+1)xn kn, nx1

Legyen © az adjf;, s =1,2,...n Lie-zarojelekb6l képezhets matrix:

O = ( adgfl adgfl e ad;‘fl )(n+1)><n .
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A © matrix felbonthaté egy (n+1) xn és egy n x 1 méretd matrix szorzatéra:

-a —a —a ... —a —a i o (—1 nk(”)

a 0 0 ... 0 0 Y ( 1)%%)

0 a 0 0 0 o2 > - (51 2

/ " ni1.\n

o—| o o « .. 0 o0 ks ks (S
0 0 0 .. o ol R oEo =D

0 0 0 .. 0 a Kk (DR

Jelolje az els6 szorzotényezGt A, a masodik szorzotényezs az n-edik reakcio-
dinamikai matrix:

-a —a —a ... —a —a
a 0 0 0 0
0 a 0 0 0
A=| 0 0 a 0 0 ’
0 0 0 a 0
0 0 0 0 -
Kk (e
K, K (1)K
R T (—1)"k"
—k:.’ k:”. (_1);%(%)
n—1 n—1 - n—1
—K, K (=D
nxn

Az A matrix rangjat az a koncentracio értéke hatarozza meg. Haa = 0, A
nullmatrix, igy all szerint a © matrix nem lehet teljes rangu. Ha a(0) > 0,
akkor a kémiai rendszerek pozitivitasa miatt a(t) > 0Vt > 0 esetén. Ekkor az
A matrix linearisan fiiggetlen oszlopvektorainak illetve, linearisan fiiggetlen
sorvektorainak szama n, ezért rang(A) = n. Az [l tételt alkalmazva adodik,
hogy rang(D,,) = n esetén rang(©) = n. Ha D, teljes rangi, a hémérséklet
valtozasra vonatkozo egyenletet is figyelembe véve, az ad, f és g vektormezsk
altal generalt Lie-algebra dimenzioja dim A, = n + 1. Az [l tétel szerint
ekkor a rendszer erGsen elérhetd.

27



Az allitas masik irdnyanak bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy a rendszer
erGsen elérhets. A[Il tétel miatt dim A, = n+1, azaz dim © = n. Ekkor a[l
tétel szerint dim(D,,) > n, illetve dim(A) > n. Mivel a D, illetve A matrixok
n darab oszlopvektormezGt tartalmaznak, dim(D,,) < n, illetve dim(A) < n
is teljesiilnek, igy az egyenl6tlenségeket Gsszevetve dim(D,,) = dim(A) = n
adodik. A dim(A) = n feltétel pontosan akkor all fenn, ha az a koncentracio
pozitiv. Ekkor a(0) > 0 teljesiil.

Tehat a rendszer pontosan akkor erdsen elérhets, ha dim(D,) = n és
a(0) > 0. O

3.3. Korfolyamatok

k1 ko

Fon— n ,
Korfolyamatoknak nevezziik az A, A, > S A, i A, alakua
reakciokat, ahol Ay, As, ... A, az egyes lépések soran keletkez vegyiileteket

jelolik, kq, ko, ..., k, > 0 pedig a megfelel§ 1épésekhez tartozo reakciosebes-
ségi egylitthatok. Legyenek aq, ao, ..., a, > 0 az egyes anyagok koncentracioi.

5. Allitas. A korfolyamatok pontosan akkor erdsen elérhetdék a hémérséklet
vdltoztatdsdval, ha a folyamathoz tartozo D,, reakciodinamikai mdtriz rangja
n—1és azay(0),as(0),...,a,(0) koncentrdciok kozil legfeljebb az egyik nulla.

Bizonyitds. A reakciofolyamathoz tartozo n x n-es méretii sztochiometriai
matrix:

-1 1 0 ... 0 O
o -1 1 ... 0 0
0o o0 -1 ... 0 0
7= : : Do : :
o o0 0 ... —1 1
1 0 0 ... 0 -1 n

Ez alapjan a folyamatokat az alabbi differencidlegyenlet-rendszer irja le:

ay —kiay + kaas 0
Qs —koas + ksas 0
d3 —]{73&3 + k4a4 0
- : T ®
an, —kna, + kiaq 0
T %al—i—%ag—k...—f—%"an 1
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ahol u a bemenetet jeloli. A differencidlegyenlet-rendszer x = f(x) + gu alaku,
ahol

—kiay + kaas 0
_k2a2 -+ kgag O
—kgag -+ k4a4 O
f = : Y g = :
—knan -+ klal 0
kg, + R2q, + + Eug 1
B 1 B 2 P B n

A v sztochiometiai matrix rangja n — 1, az irdnyitott mennyiség dimenzidja
pedig 1, igy az[Il tétel szerint a rendszer pontosan akkor erésen elérhetd, ha
dimA, = (n — 1) +1 = n. Az erss elérhetGség vizsgalatdhoz az ad,f és g
altal generalt Lie-algebrat kifeszitG linearisan fiiggetlen vektormezdk szamat
kell vizsgalni.

4. Lemma. Az ad,f és g vektormezdk dltal generdlt Lie-algebra az ad, ope-
rator s-edik alkalmazdsdval adodo Lie-zdrojele

—k‘%s)al + k?;s)ag
kS ay + kS ag
—k’és)a,g + k;fls)a4
ad;f = (_1>s :
—k‘?(f)an + k:gs)al

(s) (s) (s)
kq kg kn
Fa1+ raz ..+ Fay

ahol s € {1,2,...,n}.

Bizonyitds. A lemmat teljes indukcidval latom be.
Az ad, f operator egyszeri, illetve kétszeri alkalmazasaval ad6do Lie-zarojelek:

—k‘ial + k’éag
—k’éag —f- k’éag
, , , —k’éag —f- k‘fla4
adgf =g f—fg9=—f9=— :
-kl a, + Kjay
k

k/ k/ /
Flal—l—gag—l—...—i—ﬁan
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—k{a, + kSay
—k?éla,g —|— k?éla,g
9 , , —k?ga,g —|— k?ZCL4
a‘dgf = ¢'(adyf) — (adyf)'g = + :
—klay, + k{a

k// k// k//
Fla1+72a2+...+7"an

Az ad, f, illetve az adzf vektormez6 alakja a lemma szerinti s = 1, illetve
s = 2 esetén.
Tegyiik fel, hogy az (s — 1)-edik lépésben kapott Lie-zardjel

—k" Va4 k5 Vas
B P

_k§5—1)a3 4 k:f_l)a4
ad ™ f = (—=1)*" :

kS Va, + K Vg
k(s—l) k(s—l) (s—1)
1ﬁ a; + 25 ag—l—...—i—k”ﬁ ap,

modon irhatd. Az ad;f1 [ Lie-zar6jel ismeretében az ady f vektormez$ az

ady f = ¢'(ady™' ) — (ady ™' f)'g = —(ad ™" f)'g
Osszefiiggés alapjan hatarozhatdé meg. Az indukcios feltételt felhasznalva az

ady f operator s-edik alkalmazasaval ad6do6 Lie-zarojel

—k%s)al + kés)ag
—k’és)a,g + k?:(;)ag
—kVas + kS ay

ady f = (—1)° :
—ka, + k:%s)al
k‘(s) k(s) (s)
16 a; + 26 a2+...+kg a,

alaku, igy teljesiil a lemma. [J
A linearis fiiggetlenség ebben az esetben is a soros reakciokhoz hasonlo
modon vizsgalhato.
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Hagyjuk el az ad f Lie-zérojelek utolsé koordinatait, az igy kapott vektor-
mezGket jelolje ad, fi. Az ad f; Lie-zarojel felbonthato egy n xn és egy nx 1
méretii matrix szorzatava:

—k:gs)al + k’és)a,g
—kfés) as + k’:(;)a,g
ads fi = (—1)* | —kas + k) ay -

—k:ﬁf)an + k{s)al

nx1

—Qa a9 0 0 0 kf)

0 —ay ay 0 0 kY

. 0 0 —a3 0 0 k:(f)

= (-1 y

0 8 8 .. —aon,l G, kéﬁl

a ... —a, (s)
! nxmn k:n nx1

Ez az atalakitds minden s € {1,2,...,n} esetén megtehetd.

Jelolje © az adj fi, s = 1,2,...n Lie-zarojelekbdl képezhets métrixot:

©=(ad,fy ad’fi ... ad}f;)

A © matrix n-edik sorabol allo6 vektormezd a tébbi sorvektormezdével lineari-
san Osszefiigg, igy az n-edik sort elhagyva a méatrixbol a rang nem valtozik.
Jelolje ©, a © matrix n-edik soranak elhagyéisaval kapott matrixot.

Ekkor ©, felbonthat6 a kovetkezé alaki matrixok szorzatava:

nxn '

@2 = ADna

ahol A koncentraciokat tartalmazo szorzotényezGt jeloli, D, pedig az n-edik
reakciddinamikai matrix:

—Qa (45} 0 e 0 0
0 —Q9 as ce 0 0
0 0 —as 0 0
A= , :
0 0 0 an—2 0
0 0 0 —Qp_1 Qp
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—K K L (=)l

Ky K ()RS
n— n—1
D,=| =k, kK ... (=)
‘ ‘ ‘ n, n—1
B R R o Ay
A kémiai reakciok pozitivitdsa miatt a;(0), az(0), ..., a,(0) > 0 esetén
a ay(t), as(t), ..., an(t) > 0 Vt > 0 esetén teljesiil. Ha az ay, ao, ...,

a, koncentraciok koziil legfeljebb egy nulla, az A méatrix oszlopvektoraibol
képezhets vektormezdk kozott pontosan n — 1 linearisan fiiggetlen van, igy
rang(A) =n—1. Al tétel szerint ha a D,,_; reakciddinamikai métrix rangja
n — 1, akkor rang(©) = n — 1 is teljesiil. Ebben az esetben a hémérséklet
valtozasra vonatkozo egyenletet is figyelembe véve, az ad, f és g vektormezsk
altal generalt Lie-algebra dimenzidja dimA. = (n — 1) +1 =n. Az[Il tétel
alapjan ekkor a rendszer erGsen elérhetd.

A bizonyitas masik iranyahoz tegyiik fel, hogy erGsen elérhets a rendszer.
Al tétel szerint ekkor dim A, = n, azaz dim(0) = n — 1. Al tételbsl
kovetkezik, hogy dim(A) és dim(D,,) > n — 1. Mivel dim(A) < n — 1, illetve
dim(D,_1) < n — 1 is fennall, az egyenlGtlenségeket Osszevetve dim(A) =
dim(D,,) = n—1 adodik. A rang(A) = n — 1 feltétel pontosan akkor teljesiil,
ha az aq, as, ..., a, koncentraciok koziil legfeljebb egy nulla, azaz a kiindulasi
a1(0), a(0), ..., a,(0) koncentraciok koziil legfeljebb az egyik lehet nulla.

Tehat a rendszer pontosan akkor erdsen elérhets, ha a folyamathoz tar-
toz6 D,, reakciddinamikai matrix rangja n — 1 és az a,(0), az(0),...,a,(0)
koncentraciok koziil legfeljebb egy nulla. [

Az eddig attekintett reakcidtipusoknal minden egyes reakcidlépés soran
pontosan egy anyag alakult a4t pontosan egy masik anyagga. A kovetke-
z6kben olyan reakcidtipusok erdsen elérhetéségét vizsgalom, ahol az egyes
reakcidlépések soran tobbféle kiindulasi anyag lehet, illetve tobbféle termék
keletkezhet.

3.4. Egylépéses, nem elagaz6 reakciok
Egylépéses, nem elagazo reakcioknak nevezziik a Zi[:1 A, LA Z}]:1 B

alaka reakciokat, ahol A, (1 = 1,2,...,I, I € Z*') a kiindulasi anyagokat,
B, (j=1,2,...,J, J € Z") pedig a reakci6 sorén keletkezs anyagokat jels-

32



lik. Legyenek a;, illetve b; a megfelel6 koncentraciok, ahol a;,b; > 0 Vi, Vj
indexre. Jelolje £ > 0 a reakciolépéshez tartozo reakcidsebességi egyiitthatot.
ElGszor azokat a reakciokat vizsgalom, ahol I = J = 2.

6. Allitas. Az [=J=2 esetén az eqylépéses, nem eldgazd kémiai reakcick pon-
tosan akkor erdsen elérhetdk a hdmérséklet viltoztatdsdval, ha az a(0), illetve
b(0) kiinduldsi koncentrdciok pozitivak.

Bizonyitds. FEzen reakciok A + B %5 C+D alakban irhatok. Legyenek
a kiindulasi anyagok koncentracioi a, illetve b, a keletkezé anyagoké pedig c
és d. Tegyiik fel, hogy az a(0) # 0 és b(0) # 0.
A reakciofolyamathoz tartozo sztochiometriai matrix a kovetkezo:

1
| -1
T=1 1

1

Ekkor a rendszert leird differencidlegyenlet-rendszer & = f(x) 4+ gu alakban
irva a kovetkezs:

a —kab 0

b —kab 0
¢ = kab +1 0 |u,

d kab 0

T %ab 1

ahol u a bemenet,

—kab 0

—kab 0

f=] kab |, g=10

kab 0

%ab 1

Mivel a ~ sztochiometiai matrix rangja, illetve az iranyitott mennyiség di-
menzioja is 1, az[Il tétel szerint a rendszer pontosan akkor erésen elérhetd,
ha dimA. =141 = 2. A rendszer erGsen elérhetGségének vizsgalatahoz a g
és ad, f vektormezok altal generalt Lie-algebrat kifeszits linearisan fiiggetlen
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vektormezék szaméat kell megvizsgalni. Az adyf operdtor egyszeri alkalma-
zasaval az alabbi Lie-zarojelet kapjuk:

—k'ab
—Kk'ab
adyf=g'f—[fg=—] Kab
k' ab
%ab

A k reakcidsebességi egyiitthato k = k:oe_R_? alakud, ahol ky, E és R nem
nulla konstansok. A £’ derivalt k' = (%)koe% alaku, igy k&’ # 0. Feltettiik,
hogy a(0) # 0 és b(0) # 0, ezért a kémiai rendszerek pozitivitdsa miatt
Vt > esetén fenndll, hogy a(t) # 0 és b(t) # 0. Ebbdl adodik hogy az ad, f
Lie-zarojel minden koordinataja pozitiv. Ekkor a g és ad,f Lie-zardjelek
linearisan fiiggetlenek, igy az ad, f és g vektormezdk altal generélt Lie-algebra
dimenzi6ja dim A. = 2. Tehat a rendszer erésen elérhetd.

Tegyiik fel, hogy erésen elérhets a rendszer. Ekkor az [Il tétel szerint
dim(A,) = 2, azaz a g és ad,f vektormezsk linedrisan fiiggetlenek. Igy
a(t) >0 és b(t) > 0Vt > 0 esetén teljesiil, igy az a(0) > 0 és b(0) > 0 feltétel
fennall. [

Masodik 1épésben az I + J = n allapotvaltozot tartalmazé rendszerben
értelmezett, egylépéses, nem eldgazo folyamatok hémérséklet-valtoztatassal
valo ersen elérhetGségét vizsgalom.

7. Allitas. Az dltaldnos eqylépéses, nem eldgazd folyamatok pontosan akkor
erdsen elérhetdk a hdmérséklet vdltoztatdsdval, ha az a1(0), az(0), ..., ar(0)
koncentrdaciok pozitivak.

Bizonyitds. A reakciofolyamatot leird sztéchiometriai matrix a kovetkezs:

nx1



A sztochiometriai matrix elsé I koordinataja a kiindulési, a méasodik J koor-
dinata a keletkezG anyagokra vonatkozik. A rendszert leird differencidlegyenlet-

rendszer © = f(x) + gu alakban irva a kovetkezo:

a
Qs

ar
b
ba
Z'9:]
T

ahol u a rendszer bemenete,

—k:al...aj
—kal...aj
—kal...aj
= k;al...a[ +
k:al...a[
k:al Lar
ECL a
ga1...ar
—kal...aj
—k:al...aj
—k:al...aj
k:al...af ,g =
kal...aj
kal...aj
k
=a1...Q
B 1 1

0
1

Az I = J = 2 esethez hasonlban a v sztochiometiai matrix rangja, illetve az
irdnyitott mennyiség dimenzioja is 1. Az[Il tétel szerint a rendszer pontosan
akkor erdsen elérhetd, ha dim A, = 1+1 = 2. Ahhoz, hogy eldénthets legyen,
er6sen elérheté-e a rendszer, a g és ad,f vektormezck altal generdlt Lie-
algebrat kifeszité linedrisan fliggetlen vektormezdk szamat kell megvizsgalni.
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Az ad,f Lie-zarojel a kovetkezs alakban irhato:

—k’al...aj
—k’al...aj
k!
—Kay...arg
/
adgf = — Kay...ap
/
k;al...a[
/
kal...aj
k/
Eal...al

A k reakcidsebességi egyiitthato k = koe% alaki, ahol ky, £ és R nem
nulla konstansok. A k' derivalt k' = (%)koe% alakban irhato, igy &' # 0.
Az allitas feltétele szerint Vi index esetén fennall, hogy a;(0) # 0, ezért
a pozitivitds miatt V¢ > 0 id6pontra a;(t) # 0 is teljesiil. Mivel ekkor
az adyf Lie-zardjel egyik koordinataja sem nulla, a g és ad,f Lie-zarojelek
linedrisan fiiggetlenek, igy az ad, f és g vektormezGk altal generalt Lie-algebra
dimenzidja dim A, = 2. Az [l tétel szerint a rendszer erésen elérhetd.

Az allitas megforditasanak bizonyitasdhoz tegyiik fel, hogy a rendszer
erGsen elérhets. A [Il tétel miatt ebben az esetben dim(A.) = 2, azaz ha
g és ad, f vektormez6k linedrisan fiiggetlenek. Ez a;(t) > 0 aq(t) > 0, ...,
ar(t) > 0Vt > 0 esetén all fenn, igy az a;(0) a2(0), ..., ar(0) koncentraciok
pozitivak.

Tehat az egylépéses, nem elagazo folyamatok pontosan akkor erésen elér-
heték a hémérséklet valtoztatasaval, ha az a1(0), a2(0), ..., a;(0) kiindulasi
koncentraciok mindegyike pozitiv. [

2. Megjegyzés. n = 1 esetén az eqylépéses, nem eldgazd reakciok nem ér-

telmezhetdk. n = 2 esetén a reakcioc A —— B alaki, azaz a soros reakciok
eqy specidalis esetét kapjuk vissza.
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4. fejezet

Iranyithatosag vizsgalata specialis
alakt reakciok esetén a
koncentraci6 valtoztatasaval

Az ipari folyamatok soréan gyakran kiviilr§l avatkoznak be a rendszerbe, hogy
befolyasoljak a kémiai reakciok kimenetelét. A reakciok jelentGs részének
irdnyitasa a koncentricio valtoztatasaval torténik, mivel ezt a paramétert
konnyen tudjuk valtoztatni. Fontos ismerni egy adott folyamat esetében,
mely vegyiiletek koncentraciojat valasszuk bemenetnek a megfelels végtermé-
kek eléréséhez, mivel igy a folyamat gazdasidgosabbé és kornyezetkimélGbbé
tehetd.

Ahhoz, hogy el tudjuk donteni, iranyithato-e a rendszer, a g és [f, g] vek-
tormezGk altal generalt Lie-algebrat kifeszit6 linearisan fiiggetlen vektorme-
z6k szamat kell meghatarozni. A generalt Lie-algebra elemeinek egyszeriibb
kezeléséhez a 3. fejezetben bevezetett ad,f operatorhoz hasonl6 médon de-
finidlom az ad;g operatort:

12. Definici6. Legyen f € C*(RY), g € C*(RY).
Definidljuk az adpg : C*(RY) x C®(RN) — C>(RY) operdgtort a kivet-
kezdképpen:

adjg = f, (4.1)
adsg = [f, 9] =9'f = f'y, (4.2)
adjg = (ad} 'g)' f — f'(ad}'g). (4.3)
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A fejezetben specidlisan a koncentraciovaltoztatassal valo erésen elérhe-
tGségét és egzakt linearizdlhatosidgot vizsgdlom. Az egzakt linearizalhatdsag
vizsgalatdhoz a kovetkezd tételt hasznalom [10]:

6. Tétel. Az (t) = f(x) + g(z)u differencidlegyenlettel jellemezhetd rend-
szer az x* pontban egzakt linearizdlhato, ha

1. a (g(z*) adsg(z*) adfcg(:v*) e ad:ﬁflg(:v*)) mdtriz teljes rangi;

2. a A = span{yg, adyg, adfcg, ce ad’}_2g} disztribicid involutiv az x*
pont eqy kornyezetében.

Ha a tétel feltételei teljesiilnek, a rendszer az x* pont egy kornyezetében lo-
kalisan irAnyithato, igy a fenti feltételek az irdnyithatosag elégséges feltételei
is egyben.

Jelolje k, a k, reakcidsebességi egyiitthato koncentraciofiiggését. A /~€T(t) =
kr,oeWE(;) reakcidsebességi egyiitthatd a koncentraciotol fiiggetlen, igy az ira-
nyithatosag vizsgalatandl skalar szorzoként viselkedik.

Ha a koncentracié valtoztatasaval szeretnénk a rendszert irdnyitani, a
hémeérséklet-szabalyozassal valo iranyitéstol eltéréen, tobbféle bemenet is le-
hetséges és az irdnyithatosag fiigghet attol, melyik vegyiilet koncentracidja-
nak valtoztatasaval iranyitunk. Ha az i indextd, A;, i € {1,2,...,n} anyag-
anyagfajtak szamat jeloli, a rendszert leird differencidlegyenlet-rendszerben
az A; anyagfajta koncentraciojara vonatkozo a; = f; egyenlet a;(t) = f;(t)+u-
ra modosul. Ahhoz, hogy megadhaté legyen, mely pontokban iranyithato a
rendszer, a reakcioban résztvevs Osszes vegyiilet esetében meg kell vizsgalni,

irdnyitani.
A kovetkezs alfejezetekben specidlis alaki, egybemeneti rendszerek eseté-

ahhoz, hogy a folyamat erGsen elérhetd, illetve egzakt linearizalhato legyen.

4.1. Soros reakcidok

Tekintsiik az A, SN A, I N A alaku, (n — 1) 1épésbdl allo soros
reakciokat. Jelolje a megfelel anyagok koncentraciéit aq, as, ..., a, > 0.

El6szor specialisan a kétlépéses soros reakciok egzakt linearizalhatosagat,
illetve erésen elérhet&ségét vizsgalom.
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8. Allitas. A kétlépéses soros reakcidk a kiinduldsi vegyiilet koncentrdcidjd-
nak vdltoztatdsdaval egzakt linearizdlhatok, az eqyes lépésekben keletkezd ve-
gytiletek koncentraciojanak vdltoztatdsdval azonban nem.

Bizonyitds. A kétlépéses soros reakciok
k1 ko
A— B —C

alakuak, ahol A, B és C az egyes vegyiileteket jelolik, a, b, ¢ pedig a megfelels
vegyiiletekhez tartozo koncentraciok. A reakcidhoz tartozo sztochiometriai
matrix:

-1 0
v = 1 -1
0 1

retnénk irdnyitani, a rendszert leiré differencidlegyenlet-rendszer
a= —l%la +u
b= kia — kb
¢ = kb

alakt, ahol u az irdnyitast adja meg. Ez alapjan az f és g vektormezsk a
kovetkezdsk: ~
—ak1
f = alz‘l — blz’g s
b
1
g=120
0
Mivel a reakcidhoz tartozo sztéchiometriai altér dimenzidja 2, az a koncent-
racio dimenzioja pedig 1, az[Il tétel alapjan pontosan akkor erésen elérhetd
a rendszer, ha dim A, = 3 teljesiil. Ahhoz hogy az iranyithatosagi disztribi-
ci6 dimenziojat meghatarozzuk, az f és g vektormezdk altal meghatarozott
Lie-zarojelek fiiggetlenségét kell vizsgalni. Az adsg és adfcg Lie-zarojelek a
kovetkezsk: ~
3}
adfg = _kl )
0
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kit
adfcg = —lzil(~l;31~+ ];32)
Fiko

Lathato, hogy a g, adyg, adfcg vektormezGk linedrisan fiiggetlenek, mivel

ki és ko reakciosebességi egyilitthatok értéke sosem lehet nulla. Teljesiil a
dim A, = 3 feltétel, igy a reakci6 barmely kezdGallapotbol kiinditva erésen
elérhets, azaz teljesiil a6l tétel 1. feltétele.

Az ad;g és ad?fg vektormezsk minden koordinataja konstans. Mivel kons-
tans vektormezsk Lie-zarojele nullvektormezd, al6l tétel 2. feltétele is fennall,
nearizalhato.

Ha a rendszert a B anyag koncentraciojanak valtoztatasaval szeretnénk
irdnyitani, a rendszert leiro6 modositott differencidlegyenlet-rendszer a kdvet-
kezG:

dz—/%la
b= /Ncla - /22b+u
¢ = kob.

Az f vektormez6 nem modosul az el6z6 esethez képest, a g vektormezé 1j
alakja pedig:
0
qg= 1
0

Az f és g vektormezsk altal meghatarozott Lie-zarojelek ekkor:

0
adsg = kg ,
—ky
0
ad}g = k3
— k%
Mivel ad?cg = lggadfg teljesiil, az adyg, adfcg Lie-zardjelek linearisan fiiggsk

ésa g, adyg, illetve adfcg vektormezGk 2 dimenzios alteret feszitenek ki. Mivel
dim(A.) < 3, az[Il tétel szerint ekkor a rendszer nem erdsen elérhetd.
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“, e,

rendszert az aldbbi differencidlegyenlet-rendszer irja le:

dz—/%la
i): /~€1a— ];IQb

Az f vektormezé nem modosul az el6z6 két esethez képest, a g vektormezd
azonban igen:

0
g=10
1
Az adyg Lie-zardjel ebben az esetben
0
adpg=g'f—flg=—fg=1 0
0

alakd, mivel az f vektormez6 mindegyik koordinataja fiiggetlen a C vegyiilet
koncentraciojatol. Hasonloan az adfcg vektormezG is azonosan 0 vektornak
adodik. Igy a g, adysg, illetve adfcg vektormezsk 1 dimenzids altere.t’ ‘f’eszi—
valtoztatasaval sem erdsen elérhetd.
Belattuk, hogy a B vagy a C vegyiilet koncentraciojat valasztva bemenetnek
a rendszer nem erdsen elérhetd, igy ezekben az esetekben az egzakt lineari-
zalhatosdg sem teljesiil.

Tehat kétlépéses, soros reakcidkat a rendszerben jelen 1évé anyagok ko-

s sz

linearizalni. O

1. Kovetkezmény. A bizonyitdsbdl latszik, hogy a kétlépéses soros reakciok
a kiinduldsi vegyiilet koncentrdcidjanak vdltoztatdsdval erdsen elérhetdk, a
reakciolépések sordn keletkezd vegyiiletek koncentrdciojanak valtoztatdsdval
azonban nem.

Maésodik lépésben altalanos, (n — 1) lépésbdl allo soros reakciok koncent-
racio valtoztatassal valo egzakt linearizalhatosaganak feltételét vizsgalom.
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9. Allitas. Az A, By A, I N A, alaki reakciok az A, anyag

koncentrdciojdnak vdltoztatdsdt vdlasztva bemenetnek egzakt linearizalhatok,
a reakcioban résztvevd tovdbbi vegyiiletek koncentrdciojanak vdltoztatdsdval
azonban nem lehet a rendszert egzakt linearizdlni.

];n—l

Bizonyitis. Az A, SN A, O SN A folyamathoz tartozd n x
(n—1)-es méretti sztochiometriai matrix a 3.1 esethez hasonloan a kovetkezd
alakba irhato:

-1 0 O 0 0
1 -1 0 0 0
0 1 -1 0 0

/y: . . . . . .
0o o0 0 ... 1 -1
0 0 0 ... 0

nx(n—1)

A rendszert leird differencidlegyenlet-rendszer alakja nem egyértelmi, fiigg
tani a folyamatot.

El6szor a kiindulasi A, vegyiilet koncentracidjanak valtoztatésaval valo
egzakt linearizalhatosigot vizsgalom.

Ekkor a rendszert leiro differencidlegyenlet-rendszer & = f(x) + gu alak-
ban irva

a —kiaq 1

s 1231CL1 - 1232CL2 0
= +1 |

dn_l kn—2a'n—2 - kn—lafn—l 0

dn ]%nflanfl 0

ahol u az iranyitast adja meg. Az f és g vektormezdk a kovetkezdk:

~ —l%la} 1

k:lal — k?ga,g 0

f= : 9=
kn—Qan—Z - kn—lan—l 0
knflanfl 0
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Mivel az iranyitott mennyiség dimenzidja 1, a v sztochiometiai matrix rangja
pedig (n — 1), az [l tételt felhasznalva adodik, hogy a rendszer pontosan
akkor erésen elérhets, ha dim A, = (n — 1) + 1 = n. Az erGsen elérhetdség
eldontéséhez az f és adrg vektormezSk altal generalt Lie-algebrat kifeszito
vektormezok linearis fiiggetlenségét kell megvizsgalni.

5. Lemma. Azad}g Lie-zdrdjel (s+1)-edik koordindtdja (—1)" [];_, k; alakd,
ahol s € {1,2,...,n— 1}, illetve az (s + 2)-edik, (s + 3)-adik, ..., n-edik ko-
ordindtak mindegyike 0.

Bizonyitds. A lemmat a teljes indukci6 modszerével latom be.
A generalt Lie-algebrat kifeszits vektormezdk koziil, az ad ;g vektormezd

adjg=g'f—flg=—fg=—Jg

modon szamolhato, ahol J az f vektormezd Jacobi-méatrixa:

k0 ... 0 0 0
ki —ky ... 0 0 0
0 ky ... 0 0 0
7 . Co 5 . .
0 0 —k, o 0 0
0 0 k, o —k,q O
0 0 0 k.1 O

adfg = —Jg = —

alakban irhato, az ad®(f, g) Lie-zarojel pedig

adfcg = (adsg)'f — fladrg = — f'ad;g = —J(ad;g)
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modon szadmolhato és

B2 — Ty
kiko
adjg = —J(adsg) = (—1)° 0

0
0

alaki. Lathato, hogy s = 1, illetve s = 2 esetén teljesiil a lemma. .
Tegyiik fel, hogy az adjflg Lie-zarojel s-edik koordinataja (—1)" Hf;ll ks,
a nala nagyobb indexid koordindtik pedig 0-val egyenl6k. Jeldlje az els6

(s — 1) koordinatat x1, xo, ..., xs_1. Ezzel a jeloléssel az ad‘}_lg Lie-zarojel

T
T2

Ts—1

(=1)*! H;:ll ki
0

0
0

adj}_l g=

alakban frhato. Az ad}g vektormez6 az adj;’lg Lie-zarojel ismeretében

adjg = (adj 'g)' f — f'(adi'g) = —J(ad} 'g)

modon szdmolhato. Az ad}g vektormez6 (s+1)-edik koordinataja a J Jacobi-
matrix (s + 1)-edik sordnak és az adj 'g Lie-zérojel (—1)-szeresének szorza-
taként kaphat6 meg. Az indukcids feltételt felhasznilva ad}g vektormezd
(s + 1)-edik koordinataja:

s—1 s

(adg)ss1 = (— D)k (~1) " [ [ F = (=1)* T

1 i=1

(2

Mivel az adjflg Lie-zarojel s-nél nagyobb indext koordinatidi mind 0-k, il-
letve a J Jacobi-métrix s-nél nagyobb indext sorainak els6 s eleme 0, ezeknek

44



a soroknak az adjflg Lie-zarojellel vett szorzata 0 lesz, azaz az ad}g vek-

tormezd (s 4 1)-nél nagyobb indexti koordinatai mind 0-nak adédnak. Igy
Vse{l,2,...,n— 1} esetén teljesiil a lemma. [J

2. Kovetkezmény. Az adig, s € {1,2,...,n — 1} Lie-zdrdjelek mindegyik
koordindtdja konstans.

Jelolje © a g, adyg, adfcg, ceey ad?ilg Lie-zar6jelekbdl képezhet6 métri-

xot. Az 5. lemmaét felhasznélva adodik, hogy © egy felsG-haromszogmatrix,
igy a © matrix determinansa a f6atloban szerepls elemek szorzataként kap-
hato meg. A f6atlo elsé eleme 1, a tobbi elem pedig az lemma szerint
(—1)°[I;., alaka, ahol s € {1,2,...,n — 1}. Ezt felhasznalva det(©) =
1= ((=1)°*TI_,), ami nem lehet O-val egyenls, mivel a sebességi egyiitt-
hatok mindegyike pozitiv. Mivel det(©) # 0, a © matrix rangja n, azaz n
linearisan fiiggetlen oszlopvektora van a matrixnak. A ¢, adsg, ..., ad’}_lg
vektormezdk linearisan fiiggetlenek, tehat a rendszer erGsen elérhets, azaz a
6l tétel 1. feltétele teljesiil.
A Bl lemma kivetkezményeként adodik, hogy az ad}g Lie-zarojelek minden
koordinatija konstans. Mivel konstans vektormezGk egyméssal képzett Lie-
zérojele nullvektormezd, a6l tétel 2. feltétele is fenndll, igy az A, kiindulasi
anyag koncentraciojanak valtoztatédsaval a rendszer egzakt linearizédlhato.

Mésodik lépésben az A, s € {2,3,...,n} vegyiilet koncentraciojanak
valtoztatasaval vald egzakt linearizalhatosagot vizsgalom.

Ebben az esetben a rendszert leiro differencidlegyenlet-rendszer & = f(z)+
gu alakban irva:

aq ~ —k1a~1 04
Qs lj1a1 - lj32a2 :
as koag — ksaz 0s_1
= : + 1, U,
Qn—2 lfn72an72 - ]fnflanfl 05+1
an*l kn72an72 - knflanfl :
d" l;n—lafn—l On

ahol u az irdnyitast adja meg az f és g vektormez&k pedig a kovetkezik:
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—];31CL1 01
k:lal — ]{?20,2 .

koag — kzas 0s—1
f = y 9= Ls
kn72an72 - knflanfl OS+1

kn—2an~—2 — kp_1, 1
k:n_lan_l On

Az irdnyitott mennyiség dimenzidja ebben az esetben is 1, a ~ sztochiometiai

matrix rangja pedig (n — 1), igy az [l tétel szerint a rendszer pontosan

akkor ergsen elérhet, ha dimA. = (n — 1) +1 = n. Az erdsen elérhetGség

vizsgalatdhoz az f és adyg vektormezsk altal generalt Lie-algebrat kifeszit

vektormezdok linearis fiiggetlenségét kell megvizsgalni.

6. Lemma. Az ad}g Lie-zdrdjel elsé koordindtdja ¥V s € {1,2,...,n — 1}
esetén (.

Bizonyitds. A lemmat teljes indukcioval bizonyitom. Az ad;g Lie-zérojel
alakja fligg attol, hogy az A, végtermék, vagy valamelyik koztes vegyiilet
janak véltozéséval szeretnénk a rendszert erésen elérhet6vé tenni, az adsg
Lie-zarojel

0

|
O e
®

adjg=g'f — flg=—Jg=—

o

0
alaku, ahol J az f vektormez§ Jacobi-métrixa. Ha az A végtermék koncent-

s sz

ordinataja 0 lesz, mivel a J Jacobi-matrix utolso sora azonosan 0. Igy s =1
esetén teljesiil a feltétel.

Tegyiik fel, hogy az ad‘}_1 g Lie-zérdjel elsg koordinatéja 0. Az ad}g vek-
tormezG az adjfl g vektormezd ismeretében az

adjg = (ad}'g)'f — f'(ad}'g) = —Jad} g
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Osszefiiggés alapjan szamolhato. A Jacobi-méatrix elsG soranak csak az elsG
eleme nem 0. Az indukcios feltétel szerint az adjflg els6 koordinataja 0, igy
az —Jadj}_lg szorzat elsé koordindtaja szintén 0 lesz, azaz az ad}g Lie-zéarojel
els6 koordinataja 0. Ebbdl adodik, hogy a lemma V s € {1,2,...,n — 1}
esetén teljesiil. [

Jelolje © a g, ad;g, adfcg, e ad?_lg Lie-zardjelekbdl képezhets matrixot.
A g vektormez6 els6 koordinataja a feltétel szerint 0. A [6] lemmabol adodik,
hogy © matrix els6 soranak a tovabbi elemei is 0-k. Mivel det(©) =0, a ©

métrix rangja kisebb, mint n, azaz a g, ad;g, adfcg, ceey ad?ilg Lie-zarojelek
linearisan fiiggd rendszert alkotnak.
Az[l tétel szerint s € {2,3,...,n} esetén az A  vegyiilet koncentraci6ja-

nak véaltoztatasaval a rendszer nem erésen elérhetd, igy az egzakt linearizal-
hatosag sem all fenn.
A két 1épésbdl kovetkezik, hogy a soros reakciok az A, kiindulasi anyag

s sz

T sz

3. Kovetkezmény. A bizonyitdsbol ldatszik, hogy a soros reakcidk a kiindu-
lasi anyag koncentrdciojanak vdltoztatdsdval erdsen elérhetdk, a reakcioban
résztvevd tovabbi vegyiiletek koncentrdiciojanak vdltoztatdsdval azonban nem
erdsen elérhetd a rendszer.

4.2. Parhuzamos reakciok

Parhuzamos reakcioknak nevezziik azokat a kémiai reakciokat, ahol egy adott
kiindulasi anyagbol tobbféle termék is keletkezhet.

Tekintsiik a A —1s B, A TN B,, ..., A LN B, alakt parhuzamos reak-
ciokat, ahol A a kiindulasi anyag, By, Bs, ..., By, a kiillonb6z6 reakciokban

keletkez6 termékek. Legyenek a megfelel§ anyagok koncentracioi a, by, b,
co by > 0.

10. Allitas. A pdrhuzamos reakciok a koncentrdcid vdltoztatdsdval nem erd-
sen elérhetdk.

Bizonyitds. A reakciofolyamatot a 3.2 esethez hasonléan a kiévetkezs
(n 4+ 1) X n-es mérett sztochiometriai matrixszal adhatjuk meg:
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-1 -1 -1 -1 -1
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0

y=| 0o o 1 0 0
0 0 1
0 0 0 0

(n+1)xn

A folyamatokat leir6 differencial-rendszer alakja fiigg attol, melyik anyag
koncentracidjanak valtoztatasat valasztjuk bemenetnek.

Els6 lépésben az A kiindulési anyag koncentraciojanak valtoztatasaval
valo erésen elérhetséget vizsgdlom. Ekkor a folyamatokat leird differencidlegyenlet-
rendszer & = f(z) + gu alakban frva:

.(.l —lzrla—lzrga—...—k:na 1
1?1 kla O
b, k,a 0
ahol v a bemenetet jeloli,
—l;:la—l::ga—...—l;:na 1
k‘la 0
[ = kaa » 9= 0
k.a 0

A v sztéchiometiai matrix rangja n, az iranyitott mennyiség dimenziodja pe-
dig 1. Az [ tétel szerint a rendszer pontosan akkor erésen elérhets, ha
dim A, = n + 1. Az er6sen elérhetdség eldontéséhez az adsg és g vektorme-
z6k altal generdlt Lie-algebrat kifeszité vektormezGk linearis fiiggetlenségét
kell megvizsgalni.
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7. Lemma. Az ad}g Lie-zdrdjel minden s € {1,2,...,n} esetén

hFa ek
Ky
adig = (=1)°(—k1 — k2 — ... — [ ko

alakban irhato.

Bizonyitds. A lemmat teljes indukciéval bizonyitom.
Az adyg Lie-zardjel az

adpg=9g'f—flg=—fg=—Jg

Osszefiiggés alapjan szamithato, ahol J az f vektormezd Jacobi-métrixa:

ki —ky—...—k, 0 0 0
ky 00 0
J= ks 0 0 0
e 00 ...0
Ezt felhasznédlva az adyg Lie-zarojel
—ky —ky— .. =k
kq
adfg = —Jg = — ks
Fn
alaki, az adfcg vektormez6 pedig
—ky =k — . =k
kq
adtg = (—1)*(—k1 — ko — ... — ky) ko
kn
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alakban irhat6. Lathato, hogy s =1 és s = 2 esetén teljesiil a lemma.
Tegyiik fel, hogy az adjfl g Lie-zarojel alakja a kovetkezs:

A S
ky
adj}_lg = (—1)8_1(—];31 - 1232 — ... ];/,n)s—Z k2

Fn
Az ad}g Lie-zérdjel az adj}_lg vektormezé ismeretében az
adjg = (adj 'g)'f — f'(ad} 'g) = —J(ad} 'g)

Osszefiiggés alapjan szamolhato. Az indukcios feltételt felhasznéalva a vektor-
mez3

R
ky
adig = (=1)°(—k1 — k2 — ... — ky)s! ko

alaki, igy a lemma teljesiil. [

Al lemma kovetkezményeként adodik, hogy a g, adyg, adffg .., adjg
vektormez@k linearisan fiiggs rendszert alkotnak. Mivel dim A, <n + 1, az
[0 tétel szerint a rendszer nem erGsen elérhetd.

Masodik lépésben valamely By,s € {1,2,...,n} vegyiilet koncentracioja-
nak véaltoztatasat tekintem bemenetnek.

Ekkor a folyamatokat leiro differencidlegyenlet-rendszer & = f(x) + gu
alakban frva:

a —l;:la—lzrga—...—k:na 0
61 l%la :
1:92 122@ 0
b3 = 1233a + 1, | u,
. . O
Bn—l l%n—la
i)n l;na 0
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ahol v a bemenetet jeloli,

—l;:la—lzrga—...—k:na 0

Fra ;

koa 0

f = ]2’3& » 9= L
: 0

kn_1a :

l;na 0

Az els6 1épéshez hasonloan v sztochiometiai matrix rangja n, az iranyitott
mennyiség dimenzidja pedig 1. Az[l tétel alapjan a rendszer pontosan akkor
erGsen elérhet, ha dimA. = n + 1. Az er6sen elérhetGség eldontéséhez itt
is az adsg és g vektormezdk altal generalt Lie-algebrat kifeszit6 vektormezdk
linedris fliggetlenségét kell megvizsgalni. Az adyg Lie-zérdjel

0

adrg=g'f—fg=—-Jg=1| .

0
alaka. Lathato, hogy ad}g szintén az azonosan 0 vektormezének adodik
minden s € {1,2,...,n} esetén. Mivel dimA, < n+ 1, az[Il tétel szerint a

rendszer nem erdsen elérhetd.

Igy a parhuzamos reakciok a koncentracio valtoztatasaval nem erdsen el-
érhetck. [

4. Kovetkezmény. A pdrhuzamos reakciok a koncentrdcio vdltoztatdsdval
nem egzakt linearizalhatok.

4.3. Korfolyamatok

. .. kn— n e
Tekintsiik az A, SN A, L2, A, Lo, A, korfolyamatot. Legye-
nek aj,aq, ..., a, > 0 a megfelel6 anyagok koncentracioi.

11. Allitas. A korfolyamatok a tetszéleges rendszerbeli vegyiilet koncentrd-
ciojanak vdltoztatdsaval egzakt linearizdalhatok.
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Bizonyitds. A reakci6folyamatot a kovetkezs n x n-es méretii sztochiometriai
matrix adja meg:

-1 1 0 ... 0 0
o -1 1 ... 0 0
0o o0 -1 ... 0 0
/y: . . . . . .
0o o o0 ... =1 1
10 0 ... 0 -1

nxn

A reakciofolyamatot leird differencidlegyenlet-rendszer alakja fiigg attol, me-
lyik vegyiilet koncentraciojanak véaltoztatasat valasztjuk bemenetnek. Kor-
folyamatok esetében a bement megvalasztédsa az egzakt linearizalhatosiagot
nem befolyasolja, mivel a folyamatban nincsenek kitiintetett szerepii kezdeti,
illetve végtermékek. A kiindulési A; anyagnak barmelyik vegyiilet valaszt-
haté a rendszerbsl, Ai-et megvalasztva az As, As, ..., A, vegyiiletek egy-
mashoz képesti sorrendje rogzitett. A vizsgalt bemenet tetszélegesen meg-
valaszthato, mivel az indexelés permutalaséaval a folyamat 1ényegében nem
valtozik. A rendszer pontosan akkor egzakt linearizalhato az A; vegyiilet

s sz
s sz

T sz

zasa. Ekkor a folyamatokat az alabbi differencidlegyenlet-rendszer irja le:

ay —]:ﬁal + /%2612 1
dg —k’gag + k:3a3 0
C'l’3 = _kgag + /{:4(14 —+ 0 Uu,
C'7Jn —/;nan -+ l~€1a1 0

ahol u a bemenetet jeloli. A differencidlegyenlet-rendszer x = f(x) + gu alaku,
ahol

—]E]lal + l:fgaz 1
—lj‘2a2 + 673@3 0
f = —k’gag + k:4a4 , g = 0
—/;nan + ]%1@1 0
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Mivel a sztochiometriai matrix rangja n — 1, az irdnyitott mennyiség dimen-
zi6ja pedig 1, az[Il tétel alapjan a rendszer pontosan akkor erésen elérhetd,
ha dimA, = (n — 1) + 1 = n. Az erdsen elérhetGség vizsgalatahoz az ad;g
és g vektormezGk altal generalt Lie-algebrat kifeszitd, linearisan fiiggetlen
vektormezok szamat kell meghatarozni.

8. Lemma. Az adjcg Lie-zdrojel elsd koordindtdja nem nulla, mdsodik, har-
madik, ..., (n—s)-edik koordindtdja pedig azonosan OV s € {1,2,...,n—1}
esetén. A Lie-zdrdjel (n — s + 1)-edik koordindgtdja ky > 0-val egyenld, ha
s=1,s€{2,3,....,n—1} esetén pedig k, Hf;g kp_i > 0 alaki.
Bizonyitds. A lemmat teljes indukcioval latom be.

Az adyg Lie-zardjel az

adpg=9g'f— flg=—Jg

Osszefiiggés alapjan szamithato, ahol J az f vektormezd Jacobi-métrixa:

ki ke 0 ... 0 0
0 —ky ks ... 0 0
0 0 —ks ... 0 0
J = : : D : E
0 0 0 ... koy O
0 0 0 ... —kp "
k1 0 0o ... 0 —ky,
Az adyg és adfcg Lie-zarojelek alakja ekkor a kovetkezs:
—ky
0
0
adfg = ) ,
0
k1
_];%
0
ad?cg = O
lz:llz:n
—k? — kK



Lathato, hogy az adyg és adfcg Lie-zarojelekre teljesiilnek a lemma feltételei.
Tegyiik fel, hogy (s — 1)-edik 1épésben kapott vektormezs

(_kl)s—l

0
0

adgf_l)g =1 O3

ke [TiZg Fon—
T
:L‘n
alaki, ahol k; Hf;g k,_; a vektormezs (n—s-+1)-edik koordinataja, x, . .., x,

pedig az (n — s+ 1)-nél nagyobb indexti koordinatakat jelolik.
Az ad}g Lie-zérdjel az ad g vektormezG ismeretében

adjg = (adS™Vg) f — f(ad?Vg) = —J(ad}Vg)

moédon szdmolhato. Az indukcios feltételt felhasznélva az ad}g Lie-zarojel
alakja:

(—k1)°
0

0

adjg = kT2 2k3 ~

_k sTs 1 ks 1k1 Hs kn it ksxs
_k sTs + kerlstrl

—lz:n:pn + l;:f
ahol k; [[7=5 kn_; a vektormez (n—s)-edik koordinataja. Az ad}g vektorme-

zére a lemmaéaban szerepld mindharom feltétel teljesiil, igy a lemma barmely
se€{1,2,...,n— 1} esetén teljesiil. OJ

5. Kévetkezmény. Az ad}g, s € {1,2,...,n— 1} Lie-zdrdjelek minden ko-
ordindtdja konstans.
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A linedris fiiggetlenség vizsgalatdhoz tekintsiik a kovetkezd g, adysg, adfcg,
Ce ad?’lg Lie-zarojelekbdl képezhets (n x n)-es matrixot:

O =g ad?*lg ad?dg oo adfg)nxn-

Az [Il tétel szerint a rendszer pontosan akkor erésen elérhets, ha a ¢ és
adsg vektormezdk altal generalt Lie-algebrat kifeszitd, linearisan fiiggetlen
vektormezSk szama n, azaz ha dim(©) = n. A © matrix (n X n)-es mérett,
igy ezzel ekvivalens a det(©) # 0 feltétel is.

Fejtsiik ki a matrixot az els6 oszlopa szerint. Mivel a g vektormez6 els6 koor-
dinataja 1, az Gsszes t6bbi koordinataja pedig 0, det(©) # 0 pontosan akkor
teljesiil, ha a matrix els6 oszlopanak elsé eleméhez tartozé aldeterminans
nem nulla. Tekintsiik a © matrix els§ soranak és els§ oszlopanak elhagyasa-
val keletkezS méatrixot. Jeldlje az fgy kapott matrixot ©. A 8. lemmabol
kovetkezik, hogy a ©! matrix also-hadromszogmétrix, melynek f6atlojaban
pozitiv elemek szerepelnek. Haromszogmétrixok determindnsa a féatloban
l6v6 elemek szorzataként kaphaté meg, igy a det(©!) determinéns pozitiv.
Mivel det(0) = 1-det(0!) # 0, rang(0©) = n teljesiil, igy a rendszer erdsen
elerhets, azaz teljesiil a6l tétel 1. feltétele.

AB lemma kovetkezményeként adodik, hogy az ad}g, s € {1,2,...,n—1}
Lie-zarojelek minden koordinétéaja konstans. Konstans vektormezdk egymaés-
sal képzett Lie-zarojele nullvektormezd, igy a[6l tétel 2. feltétele is fennall,
tehat a rendszer egzakt linearizalhato. [J

6. Kovetkezmény. A korfolyamatok barmely rendszerbeli vegyiilet koncent-
raciojanak vdaltoztatdasdval erdsen elérhetdk.

Az eddig attekintett reakcidtipusoknal minden egyes reakcidlépés soran
pontosan egy anyag alakult 4t pontosan egy maéasik anyagga. A kovetke-
z6kben olyan reakcidok egzakt linearizélhatosagat vizsgalom, ahol az egyes
reakciolépések sorédn tobbféle kiindulasi anyag lehet, illetve tébbféle termék
keletkezhet.

4.4. Egylépéses, nem elagazd reakciok
Tekintsiik a Zfil A, SLEN Z}]:1 B; alakii egylépéses, nem elagazo reakciokat.
Legyenek a;, ¢ = 1,2,...,I, I € Z*, illetve b;, j = 1,2,...,J, J € Z a

megfelel§ koncentraciok, és Vi, Vj indexre a;, b; > 0.
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12. Allitas. Az dltaldnos egylépéses, nem eldgazdé folyamatok pontosan ak-
kor egzakt linearizdlhatok a koncentrdcio vdltoztatdasdval, ha valamely kiindu-
lasi vegyiilet koncentrdciojdnak vdltoztatdsdt vdlasztjuk bemenetnek és a tobbi
kiinduldsi vegyiilet kezdeti koncentrdcioja pozitiv.

Bizonyitds. A reakciofolyamatot a kovetkezd sztochiometriai méatrix irja le:

nx1

A matrix els§ I koordinataja a kiindulasi, a mésodik J koordinataja pedig
a keletkez6 anyagokra vonatkozik. Irdnyitsuk a rendszert az s-edik anyag
koncentracidojanak valtoztatasaval. A rendszert leird differencidlegyenlet-
rendszer & = f(x) + gu alakban irva a kovetkezo:

aq —kay...ap 0
s —kay...ap 0
ar - —kay...ar 0
1?1 - k:al...a[ * ]-s b
bg k:al...a[ 0
b, kay ...a; 0
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ahol u a rendszer iranyitasa,

—kal...aj 0
—kal...aj 0

o —k:al...aj o 0
f_ k:al...a[ 9= ]-s
k:al...a[ 0
kal...al 0

Mivel a ~ sztochiometiai matrix rangja, illetve az iranyitott mennyiség dimen-
ziojais 1, al6l tétel 1. feltétele pontosan akkor all fenn, ha dim A, = 1+1 = 2.
Ekkor a tétel 2. feltétele is teljesiil. Ahhoz, hogy eldonthetd legyen, erdsen
elérhet6-e a rendszer, a g és adyg vektormezGk altal generalt Lie-algebrat
kifeszitd linearisan fiiggetlen vektormezék szamét kell megvizsgalni. Az adsg
Lie-zarojel
adsg=g'f—flg=—Jg
modon szamolhato, ahol J az f vektormez6 Jacobi-matrixa:

—k?aga,g...a,[ —k:alag...a[ —k‘alag...a[_l 0 0 ... 0
—k?aga,g...a,[ —k:alag...a[ —k‘alag...a[_l 0 0 ... 0
g —kasas...a; —kaas...ar ... —kajay...a;—; 0 0 ... 0O
k?agag...a,[ k:alag...al kalag...a[_l 0 0 0
k?agag...a,[ k:alag...al kalag...a[_l 0 0 ... 0
kasas...a;  kajas...a;y ... kajay...a;—1 0 O ... O

A matrix (I + 1)-edik, (I 4 2)-edik, ..., n-edik oszlopvektora az azonosan 0
vektormez6, mivel az f vektormez6é mindegyik koordinataja fiiggetlen a by,
by, ..., by koncentracioktol. Ha bemenetnek a by, by, ..., by koncentraciok
valamelyikét valasztjuk, az ad;g Lie-zarojel

0

0
adsg =
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alaku. Az[Il tétel szerint ekkor a rendszer nem erésen elérhets, igy az egzakt
linearizalhatosag sem &ll fenn.

Valasszuk az aq, as, ..., a; koncentraciok valamelyikét bemenetnek, le-
gyen ez a koncentracio as, s € {1,2,...,I}. Ekkor az ad g Lie-zarojel alakja
a kovetkez6: ~
—]falag e Qg1Qgy1 - -0
—kzalag s Qg1Qg41 ... Q7

adfg . —k;alag s Qg1Qg41 .-G
kalag s Qg 10541 - - QA

kalag s Qg 10541 - - QA

ka1a2 e Qg1Qg41 .. - QA

Ha az a;, i € {1,2,...,s — 1,s+ 1,5+ 2,..., I} koncentraciok barmelyike
0, az adyg Lie-zarojel nullvektormez6nek adodik, igy a rendszer nem egzakt
linearizalhato.
Ha az a; > 0 feltétel minden i € {1,2,...,s —1,s+ 1,5+ 2,..., I} esetén
teljesiil, a g és az adyg Lie-zarojelek linearisan fiiggetlenek, mivel az adsg
Lie-zarojel minden koordinataja pozitiv. Ekkor az adyg és g vektormezdk
altal generdlt Lie-algebra dimenzioja dimA. = 2. Az [Il tétel szerint a
rendszer ebben az esetben erGsen elérhetd, ezért a [0l tétel 1. feltétele telje-
siil. Ekkor mivel dim A, = 2, a 2. feltétel is trividlisan fennall. A tétel
szerint a; > 0 Vi € {1,2,...,s —1,s+ 1,8+ 2,...,I} esetén a rendszer
nek egzakt linearizalhat6. Mivel a kémiai rendszerek pozitivak, az a;(0) > 0
Vie{l,2,...,s—1,s+1,54+2,..., I} feltétel fennallasa is elegends az egzakt
linearizalhatosaghoz.

Tehat a rendszer egzakt linearizalhato, ha valamely kiindulési vegyiilet

s sz

vegylilet kezdeti koncentracioja pozitiv. [

7. Kovetkezmény. A bizonyitdsbol ldtszik, hogy az eqylépéses, nem eldgazo
folyamatok pontosan akkor erdsen elérheték a koncentrdcio vdltoztatdsdval,
ha valamely kimnduldsi vegyiilet koncentrdacidjinak vdltoztatdsa a bemenet és
a tobbi kiinduldsi vegyiilet kezdeti koncentrdcioja pozitiv.
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5. fejezet

Osszetett reakcidk vizsgalata az
etanol-kénsav rendszer példajan
bemutatva

A 3. fejezetben megvizsgaltam, hogy a f6bb reakcidtipusok milyen feltéte-
lek mellett iranyithatoak a hémérséklet szabalyozasinak segitségével, a 4.
fejezetben pedig ugyanezen reakciotipusok koncentracio valtoztatassal valo
iranyithatosagat vizsgaltam. Az ipari reakciok nagy része azonban nem egy
specidlis reakciotipushoz tartozik, a lejatszodo folyamat tobb reakciotipusbol
tevédik Ossze.

A bevezetében bemutattam, hogy az etanol tomény kénsav katalizator al-
kalmazasa mellett, az alkalmazott hémérséklettsl fiiggden eténné vagy dietil-
éterré alakithatd. Lényeges az alkalmazott hmérséklet, mivel ezeket az anya-
gokat kiilonb6z6 célokra hasznaljak fel. Ahhoz, hogy tiszta anyagot tudjanak
elGallitani, fontos, hogy a reakci¢ iranyithaté legyen. A kovetkezd alfejeze-
tekben az etanol-kénsav rendszer hémérséklet-, illetve koncentracié valtozta-
tassal valo irdnyithatosagat vizsgalom.
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5.1. Az etanol-kénsav rendszer iranyithatdsa-
ganak vizsgalata a hémérséklet szabalyo-
zasaval

A rendszerbe kezdetben etanolt és tomény kénsavat adunk. A reakciofolya-

mat az alabbi egyenletek szerint megy végbe:

CH,CH,OH + H,S0, —= CH,CH,0S0,H + H,0
k_

CH,CH,080,H —2+ CH,CH, + H,S0,
2 CH,CH,0S0,H + H,0 —+ CH,CH,0CH,CH, + 2 H,SO0,.
A folyamat konnyebb kezeléséhez jeloljék A, B, C, D, E, F az egyes vegyii-

leteket. Ekkor a lejatszodo reakciok a kovetkezd alakban irhatok:

A4+B =2 C4D
k_1

C2,E+B
2C+D -2, F4+92B.

Jelolje a, b, ¢, d, e, f > 0 a megfelel§ anyagok koncentracioit, ki, k_1, ko, kg >
0 pedig a megfelel6 folyamatokhoz tartozo reakcidsebességi egyiitthatokat.
A folyamathoz tartozo 6 x 4-es méretii sztochiometriai matrix:

1 1 0 0

1 1 1 2

B 1 -1 -1 —2
= 1 -1 0 -1
0 0 1 0

0 0 0 1

A rendszert leir6 differencidlegyenlet-rendszer & = f(x) 4+ gu alakban irva a
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kovetkezs:

—klab + ]i?flCd
—klab + ]i?flCd + kQC + 2]€3C2d
k‘lab — k:_lcd — k’QC — 2k3302d
= k;lab — k:_lcd — k’gCQd -+
kfgC
kgCQd
%ab + %cd + %c + %czd

_ o O OO o oo
£

N © QL0 o

ahol v az irdnyitast adja meg,

—klab + ]i?flCd
—klab + ]i?flCd + kQC + 2]€3C2d
klab — kflCd — ]{726 — 2]€3C2d
f = k;lab - k:_lcd — k’gCQd , g =
kfgC
k?gCQd
%ab + %cd + %c + %czd

_ o O o o oo

A v sztochiometiai matrix rangja 3, az iranyitott mennyiség, a hémérséklet
dimenzioja pedig 1, igy az[Il tétel szerint a rendszer pontosan akkor erésen
elérhets, ha dim A, = 3+1 = 4. Az er6sen elérhetdség vizsgalatdhoz az ad, f
és g vektormezGk &altal generdlt Lie-algebrat kifeszité vektormezdk linearis
fiiggetlenségét kell megvizsgalni.

Els6 1épésben kiindulési helyzetben vizsgadlom meg a rendszer erGsen el-
érhetGségét.

13. Allitas. Kiinduldsi dllapotban az etanol-kénsav rendszer nem erdsen el-
érhetd.

Bizonyitds.  Kiindulasi allapotban a ¢, d, e, f koncentraciok mindegyike
nulla, az a és b koncentraciok pedig nemnegativak. Ha a = 0 vagy b = 0
fennall, az f vektormezdé nullvektormezd, igy az adyf, adf és adlf Lie-
zarojelek is nullvektormezdk lesznek. Ekkor dim A, = 1, igy a rendszer nem
ergsen elérhetd.

Vizsgéljuk az a > 0 és b > 0 esetet:
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Ekkor az f vektormezs az alabbi alakira egyszeriisodik:

—k:lab
—k:lab
/ﬁab
f = /ﬁab
0
0

kL
Bab

Az ad,f, adz fés ad:; f Lie-zarojelek a kovetkezd alakuiak:

—kjab
—kjab
kiab
adgf =g'f—fg=—fg=—| Hab
0
0

k1
Bab

—FK/ab
—Kab
kY ab
ad;f = glad,f) — (adyf)'g = + | Kiab
0
0

k_i/
Bab

kW ab
k¥ ab
k¥ ab
ad)f = g'(adlf) — (adyf)g=— | KVab
0

0
£

B
Hagyjuk el az ady f, ad’ f és ad f Lie-zérojelek utolso koordinatait, jeldlje
adg fi, adz f1, illetve adz f1 az igy kapott vektormezdket.

ab
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Jelolje © az adj f;, s = 1,2,3 Lie-zérojelekbdl képezhets métrixot:
e = ( adgfl adf]fl ad:;fl )6><3'

Ekkor © felbonthato a kovetkezé alaka 6 x 4 és 4 x 3 méretdi matrixok
szorzatava:

—ab 0 0 0O
—ab 0 0 0 K K =k
o_ ab 0 0 0 0 O 0
N ab 0 0 0 0 O 0
0 00O 0 O 0
0O 00O
Jeldlje A és B a kapott szorzotényezdket:
—ab 0 0 O
—ab 0 0 0 —K, K kY
B ab 0 0 0 0 0 0
A= ab 0 0 0 B = 0 0 0
0 00O 0 0 0
0 00O

Mivel az A és a B matrix rangja is 1, igy az [l tétel miatt rang(©) < 1.
A hémeérséklet valtozasra vonatkozo egyenletet is figyelembe véve az ad, f és
g vektormezGk altal generalt Lie-algebra dimenzidja dimA,. < 1+1 =2 < 4.
Igy az[l tétel alapjan kiindulasi allapotban a rendszer nem erésen elérhetd.
OJ

Masodik 1épésben egyensiilyi helyzetben vizsgalom meg a rendszer erésen
elérhetGségét.
14. Allitas. Egyensilyban az etanol-kénsav rendszer erésen elérhetd.
Bizonyitds. Egyensulyban az A, B, C, D, E, F vegyiiletek mindegyike jelen
van a rendszerben, igy a, b, ¢, d, e, f > 0. Ekkor az f és g vektormezsk
alakja nem egyszertisodik ki:

—k;lab + k:_lcd
—klab + ]i?flCd + kQC + 2]€3C2d
klab — kflCd — ]{726 — 2]€3C2d
f = k;lab — k:_lcd — k’gCQd , g =
kfgC
k?gCQd
%ab + %cd + %c + %C2d

_ o O OO o oo
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Az ad,f, ad§ fés adg f Lie-zarojelek a kovetkez6 alakuak:

“Klab+ K jed
—Kjab+ k' jcd + khe + 2khc*d
kiab — k' yed — khe — 2khc*d

ad,f=g'f— flg=— kiab — k' ycd — Kyc*d
ke
ks 2d

ab—I— cd—I— c—|— 3 c2d

—klab+ k" cd
—k{ab+ K" jcd + Kljc + 2k c*d
kiab — k" cd — ke — 2kY c*d

ad2f = + kiab — K" cd — k{c*d :
ke
k‘" 2d

ab—l——cd—I— —|— Ad

kW ab + k:_31 cd
kP ab+ k¥ cd + BV ¢ + 26 2d
EPab — k% ed — k8¢ — 2k 2d

ad’f = — EDab — kP ed — kP 2d
k‘ég)c
kY e2d
K k) k(Y k(S)

—ab+ cd+—c+ Ad

Hagyjuk el az ad, f, adgf és adzf Lie—zér(’)jelek utols6 koordinatait, jelolje
adg fi, adz f1, illetve adz f1 az igy kapott vektormezdket.
Jelolje © az ad; f;, s = 1,2, 3 Lie-zérojelekbdl képezhets métrixot:

O = (adyf; ad}fi adjfi ), ,-

Egyenstlyra vezets reakciok esetén egyensilyban, rogzitett hGmeérséklet mel-
lett az odaalakulast és visszaalakulast jellemzé reakciosebességi egyiitthatok
aranya konstans (az egyenstlyi allandoval egyezik meg), ezért k_; a k; re-
akciosebességi egyiitthato konstansszorosaként megkaphato. Igy a © matrix
méasodik és harmadik sora linearisan fiiggé rendszert alkot, a masodik vagy
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harmadik sort elhagyva a métrix rangja nem véltozik. Hagyjuk el a © méat-
rix harmadik sorat, jelolje az igy kapott méatrixot ©. Ekkor © felbonthato a
kovetkez6 alakitl 6 x 3 és 3 x 3 méretii matrixok szorzatava:

—ab 0 0
—ab ¢ 2c2d _ki ki/ _kjg?’)
& — ab —c —2c%d YRRV C)
ab 0 —c%d 2 "2 %3)
0 c 0 —ky k5 —kg
0 0 c2d

Jeldlje A és B a kapott szorzotényezdket:

—ab 0 0

—ab ¢ 2c%d kR _k(3)

ab —c —2c%d } }, %3)
A= ab 0 —c2d 7B: _k2 k2 _k2

0 ¢ 0 Ky K kg

0 0 c4d

(B megegyezik a Dj reakciodinamikai méatrixszal.)

Egyenstilyban mindegyik koncentraci6 pozitiv, igy rang(A) = 3. Ha a B
matrix rangja is 3, a[l tételt alkalmazva adodik, hogy rang(©) = 3. A ky,
ko, k3 reakcidsebességi egyiitthatok k; = kl-’Oe;T? alakban irhatok, ahol k; o,
E; és R nem nulla konstansok, i € {1,2,3}. A reakcidsebességi egyiitthatok
megfelel§ derivéltjai a kdvetkezd alakuak:

2 . _E
k! = kig ( b 2k ) et

R2T* RT3

3 2 )
k@) = Fkio ( = OF; 6E; ) 6%.

i BT RT RI

A B matrix determinansat MATLAB program segitségével hataroztam meg:

det(B) = ki ko oksoE1EoEs (EY(Es — Ey) + E3(Ey — E3) + E5(Ey — Ey)) -

—Ey -Ey —Ej3
e RT e RT e RT .
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Az Ey, E,, E5 aktivalasi energiak, illetve a ky o, ko0, k3,0 reakciosebességi
egyiitthatok pozitiv konstansok, igy det(B) = 0 pontosan akkor teljesiil, ha
FEi#(E3 — Ey) + E2(E, — E3) + F2(Ey — Ey) = 0 fenndll, azaz, ha az Fy, Fs,
E3 aktivalasi energiak kozott vannak egyenlék. A jelen példaban azonban a
lejatszodo reakciokhoz tartozo aktivalasi energidk mindegyike kiilonb6zs, igy
rang(B) = 3. A hdémérseklet valtozasra vonatkozo egyenletet is figyelembe
véve az ad, f és g vektormezdk altal generalt Lie-algebra dimenzidja dim A, =
34+ 1 =4. Igy az[l tételt hasznalva adodik, hogy egyensiilyban a rendszer
erGsen elérhetd. [

Az etanol-kénsav rendszer méasképpen viselkedik kiindulasi allapotban,
mint egyensilyban. Kiinduléasi dllapotban a rendszert nem erGsen elérhetd,
azonban egyensilyi 4dllapotban igen.

5.2. Az etanol-kénsav rendszer iranyithatésa-
ganak vizsgalata a koncentracié valtozta-
tasaval

A vegyiiletek, illetve azok koncentracidjanak jelolésére az 5.1 alfejezetbeli
megfeleltetést hasznalom. A lejatszodo reakciok a kovetkezs alakban irhatok:

20+D -4 F4+2B,

ahol 151, lNLl, 152, ks > 0 az egyes folyamatokhoz tartozd reakciosebességi
egylitthatok. Legyenek a, b, ¢, d, e, f > 0 a megfelel§ koncentraciok.
A folyamathoz tartoz6 sztochiometriai matrix:

1 1 0 0
11 1 2
B 1 -1 —1 =2
7= 1 -1 0 -1
0 0 1
0 0 0

(6x4)

66



A rendszert leir6 differencidlegyenlet-rendszer alakja fligg attol, melyik ve-

T sz

koncentracio s, ahol s € {a,b,c,d, e, f}. A rendszert leir6 differencialegyenlet-
rendszer © = f(x) + gu alakban irva a kovetkezé:

—lzilab + l;;_lcd
—kyab + k_jcd + koc + 2ksc2d
kyab — k_icd — koc — 2ksc?d
l;:lab - l;;_lcd - l;:gczd
koc
f ksc?d

L L0 O 2
coff ooco

ahol v az irdnyitast adja meg,

—/~€1ab + /Llcd
—kyab + k_jcd + koc + 2ksc2d
B lzilab — l;;_lcd - 12;20 - 2]2:302d B
f= kyab — k_ycd — kycd » 97
koc
ksc2d

cof ooco

Mivel a v sztochiometiai matrix rangja 3, az irdnyitott mennyiség, a kon-
centracio dimenzidja pedig 1, az [Il tétel szerint a rendszer pontosan akkor
erdsen elérhetd, ha dim A, = 3+ 1 = 4. Az erGsen elérhetGség vizsgalatahoz
az adyg és g vektormezdk altal generdlt Lie-algebrat kifeszité vektormezdk
linearis fiiggetlenségét kell megvizsgalni.

Els6 1épésben most is kiindulasi allapotban vizsgalom az er&sen elérhetd-
séget.

15. Allitas. Az etanol-kénsav rendszer kiinduldsi dllapotban a koncentrdcid
vdltoztatdsdval nem erdsen elérhetd.

Bizonyitds.  Kiindulasi allapotban a ¢, d, e, f koncentraciok mindegyike
nulla, a és b pedig nemnegativak. Ha a = 0 vagy b = 0 teljesiil, az f
vektormez6 nullvektormezd, igy az ad,f, ad. f és ad) f Lie-zarojelek szintén

nullvektormezdk lesznek. Ekkor dim A, = 1, igy a rendszer nem erdsen
elérhetd.
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Haa > 0és b >0, az f vektormez6 az alabbi alaktra egyszertisodik:

—];]10,6
—lelab
l;?la,b
l:;lab
0
0

f=

Az erGsen elérhetség megadasahoz a g, adyg, adfcg, illetve ad:;g Lie-zarojelek
linedris fiiggetlenségét kell vizsgélni. Az adyg, adfcg és adfcg vektormezsk a
kovetkez$ Osszefiiggések alapjan adhatok meg:

adjg=9¢'f — flg=—Jg,
adig = (adsg)' f — f'(adsg) = —J°g,

ad}g = (ad}g)'f — f'(ad}g) = —J%9,

ahol a J Jacobi-matrix alakja:

—kb —ka 0 0 0 0
—kb —ka 0 0 0 0
S| kb Ea 0000
kb ki 0 0 0 0
0 0 0000
0 0 0000

s sz

szer erGsen elérhetdségét. Az adysg, ad?cg és ad?cg Lie-zarojelek ekkor

—kyb
—kib
kb
kb
0
0

adfg = —
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k30% + k3ab
20? + kiab
—i2? — k2ab
—k20? — k2ab
0
0

I

ad?cg =+

—30 — 2k3ab? — k3a?b
— k30 — 2k3ab? — k3a?b
k303 + 2k3ab® + k3a2b
k30® + 2k3ab® + k3a?b
0
0

alakiak. A megfelel¢ konstansokat kiemelve a vektormezSk a kovetkezd

alakra egyszertisodnek:

adf’cg = —

-1
-1
. 1
adsg = —kib 1 ,
0
0
-1
-1
= 1
adffg = —k?b(a +b) 1 :
0
0
-1
-1
adtg = —kib(a + b)? 1
0
0

Mivel az adyg, adfcg és ad:;g vektormezGk egyméstol csak konstans szorzoéban
kiilonboznek, linedrisan fliggd rendszert alkotnak. Az adyg és g vektormezdk
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altal generélt Lie-algebrat kifeszitG linearisan fiiggetlen vektormezk szama
kisebb, mint 4, igy az[Il tétel miatt a rendszer az a koncentracio valtoztaté-
saval nem erdsen elérhetd.

A reakciéfolyamatot leir6 egyenletekbdl leolvashato, hogy kiindulaskor az
A és B vegyiilet szerepe felcserélhets, igy hasonlé eredményre jutunk ak-
kor is, ha a b koncentracié valtoztatdsaval probaljuk irdnyitani a rendszert.
Ebben az esetben az ad;g vektormez§ a J métrix mésodik oszlopaval fog
megegyezni. Az adsg-hez hasonléan a tovabbi Lie-zarojelek alakja is annyi-
ban fog eltérni az el6zGektdl, hogy az a és b koncentraciok szerepet cserélnek
az el6z6 esethez képest, azaz csak konstans szorzoban kiilonboznek az A

s sz

s sz

A ¢, d, e vagy f koncentraciok valtoztatasat valasztva bemenetnek az
adsg Lie-zardjel az azonosan nulla vektornak adodik, igy ezen bemenetek
esetén sem erGsen elérhets a rendszer. [

8. Kovetkezmény. Kiinduldsi dllapotban az etanol-kénsav rendszer nem eg-
zakt linearizdlhato.

Masodik 1épésben az egyenstlyi helyzetben vizsgdlom a rendszer egzakt
linearizalhatosagat.

16. Allitas. Egyensilyban az etanol-kénsav rendszer a CH,;CH,OH, a H,SO,,
a CH;CH,OSO5H és a HyO vegyiiletek koncentriciojinak valtoztatdisaval majd-
nem mindeniitt egzakt linearizdlhato, a CH,CH,, illetve a CH;CH,OCH,CH,
vegytiletek koncentrdciojanak vdltoztatdsdval azonban nem egzakt linearizdl-
hato a rendszer.

Bizonyitds. Az 5.1 alfejezet-beli megfeleltetés alapjan a bizonyitandé allitas
a kovetkez6: A rendszer az a, b, c, és d koncentraciok valtoztatasaval majd-
nem mindeniitt egzakt linearizélhato, az e és f koncentraciok valtoztatésaval
azonban nem.

Az erGsen elérhetéség megadasahoz most is a g, adyg, ad?cg, illetve ad?cg
vektormezdok linearis fiiggetlenségét kell vizsgalni. Egyenstlyi helyzetben az
a, b, ¢, d, e és f koncentraciok mindegyike jelen van a rendszerben, igy a
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Jacobi-matrix alakja médosul az el6z6 esethez képest:

—lgflb —lg:la l;? 1d ]{3_10
iklb —~k10, k 1d + 4k3Cd + kz k 1€ + 2k3C
klb kla —k 1d 4]€ng kQ —k 1C — 2k3C

o O O o o o
o O O o o o

kb ka —k_yd — 2kscd —k_jc— kyc?
0 0 ~k:2 0
0 0 2k30d k3C2

A kifejezésekben a g Vektormez()’ alakja flige attol, hogy melyik vegyiilet

s sz

Az a, b, ¢, majd a d koncentraciok Valtozasét valasztva bemenetnek az
egyes esetekben az ad;g, adfg és ad’® +g Lie-zarojeleket MATLAB program se-
gitségével hataroztam meg. Az A vegyulet esetében a kiszamolt Lie-zarojelek
a kovetkezdk:

k2b(a + b) + kik_1b(c+ d)
k3b(a + b) + kib(2ksc? + k_1c + ka + k_1d + 4kscd)
—k3b(a+ b) — kib(2ksc® + k_yc + ko + k_1d + 4ksed)
—k2b(a 4 b) — kyb(ksc® + k_vc + k_qd 4 2ksed)
keykab
keyksbc? + 2k, ksbed

adffg =

Az adfcg vektormezGt bonyolultsiga miatt koordinatdnként adom meg. Je-
16lje adfgl, adng, .. adfg6 az ad> +g Lie-zarojel els6, masodik, ..., hatodik
koordinatajat. Ezzel a jeloléssel az ad +g Lie-zardjel koordinatai a kovetkezok

ad}quN: l::lb((lzrl(a —|— b) —f- 123_1(0 —|— d))2 —|— (a,];?l —|— dl;?_l)(lzfg —|— 2];330(0 —|— Qd)) —|—
02]{?_1]{33(0 —|— Qd)),

adtgs = kib((ki(a + b) + k_1(c + d))? + (k1(2a + b) + k_y(c + 2d) + ks +
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Aksed) (kg + 2ksc(c + 2d)) + kse(2ksc® + kic)(c + 2d))),

adfgs = —kib((k1(a +b) + kr(c + d))? + (ki(2a +b) + koy(c+ 2d) + ks +
4kzed)(ky + 2ksc(c + 2d)) + ksc(2ksc® + kic)(c + 2d))),

adigs = —kib((ki(a + ¢) + k_yd + Eze(e + 2d))(ki(a + b) + k_i(c + d) +
ksc(c+ 2d)) + ko(kra + k_1d + 2cdks) + ki1b(k1(a +b) + k_1(c + d))),

ad§g5 = kykob(ky(a +b) + k_y(c + d) + 2ksc(c + 2d) + ks),
ad}gs = kiksbe((c + 2d) (ki (a +b) + k_i(c + d) + kze(c + 4d)) + 2kod).

Az erdsen elérhetdség vizsgalatdhoz a g, ad;g, adfcg és adf’cg vektormezGk-
b6l képezhetd

E = ( g adgg adfcg adf’cg )

matrix rangjat kell megvizsgalni. MATLAB-bal szamolva a rang 4-nek ado-
dott. Mivel a szamitast szimbolikusan végeztem, a kapott eredmény null-
mértékd halmaztol eltekintve igaz. Az [Il tétel szerint a rendszer az a kon-
centracio valtoztatasaval majdnem mindeniitt erésen elérhetd, igy a6l tétel
1. feltétele majdnem mindeniitt teljesiil.

Az 2. feltétel vizsgalatahoz az ad;g, ad?fg és adfcg vektormezdk egymassal
vett Lie-zarojeleit kell képezni, és az

L=(yg adsyg adfcg adfcg [adfg,adfcg] [adfg,adig] [adfcg,ad?cg])

matrix rangjat kell meghatarozni. A matrix rangjat itt is MATLAB-bal ha-
taroztam meg, a rang 4-nek adodott. Mivel rang(F) = rang(L) majdnem
mindeniitt, az [adfg,adfcg], [adfg,ad?cg] és [ad?cg,adi’cg] Lie-zarojelek mind-
egyike linedrisan oOsszefligg a g, adyg, adfcg és adf’cg vektormezdkkel, igy a [l
tétel 2. feltétele is majdnem minden pontban fenndll, azaz a rendszer az a
koncentracié valtoztatasaval majdnem mindeniitt egzakt linearizalhato.
Vizsgaljuk a B vegyiilet koncentraciojanak a valtoztatasaval valo egzakt
linearizdlhatosdgot. Ebben az esetben az adyg, adffg és ad:;g Lie-zarojelek a
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kovetkez6nek adodnak: -
k‘la
k‘la
- ]{71 a
adrg = - ,
19 - ]{71 a

k2a(a +b) + kik_ja(c + d)

K2a(a + b) + kya(2ksc® + k_yc + ko + k_yd + 4kscd)
—i2a(a +b) — kya(2ksc® + k_yc + ky + k_yd + 4ksed)
—k2a(a +b) — kya(kse® + k_yc + k_yd + 2kscd)
kerkaa
lzrllzrgacz + 212:112:3acd

ad?cg =

Az adfcg vektormezGt bonyolultsdga miatt ebben az esetben is koordin&tan-
ként adom meg. Az egyes koordinatak jelolésére az el6z6 esetben bevezetett
jelolésmodot hasznalom. Az ad?cg Lie-zaro6jel koordinatai ezzel a jeloléssel:

adj’cg1~: l%la((ifl(a + b) + ]%,1(0 + d))2 + (a/%l + dlgfl)(lgz + 2];]3(3((3 + Qd)) +
c2k,1k3(c + Qd)),

adfgy = kia((ki(a +b) + k(e + d)* + (k1(2a + b) + koa(c + 2d) + ks +
dkzed) (kg + 2ksc(c + 2d)) + ksc(2ksc® + kic)(c + 2d))),

adfgs = —kia((ki(a+b) + k(e + d)* + (h(2a + ) + ki(c+2d) + ks +
dkzed) (ky + 2ksc(c + 2d)) + ksc(2ksc® + ko) (c + 2d))),

adtgs = —kia((ki(a + ¢) + kyd + ksc(c + 2d)) (ki(a + b) + k_1(c + d) +
k?gC(C —|— Qd)) —f- k?g(k?la —f- k_ld —f- QCdk’g) —f- k’lb(kfl (a —|— b) —f- ]{?_1(0 —|— d))),

adf’cg5 = ];71];201(];71(0, -+ b) + ];71(0 -+ d) -+ 2];]3(3((3 —+ 2d) -+ ];2),
adtgs = kiksac((c+2d)(ki(a + b) + k_1(c + d) + ksc(c + 4d)) + 2ksd).

Az erdsen elérhetséget az el6z6 esethez hasonloéan vizsgalom. A g, adyg,
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adfcg és ad:;cg vektormezGkbdl képezhetd E métrix rangja MATLAB-bal sza-
molva 4, igy az [Il tétel szerint a rendszer a b koncentracié valtoztatasaval
majdnem mindeniitt erésen elérhets, azaz a tétel 1. feltétele majdnem
mindeniitt teljesiil.

A g, adyg, adfcg és adf’cg vektormezdkbdl és az adyg, adffg és ad:;g vektor-
mezbk egymassal vett Lie-zarojeleibsl képezett L matrix rangja MATLAB-
bal szamolva szintén 4-nek adodik, igy mivel rang(F) = rang(L) majdnem
mindeniitt teljesiil, az [adfg,ad?cg], ladrg, ad?cg] és [ad;g,ad?cg] Lie-zarojelek
mindegyike linedrisan 6sszefiigg a g, ad;g, adfcg és adf’cg vektormezgkkel. Ek-
kor affl tétel 2. feltétele is majdnem minden pontban fennéall, azaz a rendszer
a b vegyiilet koncentraciojanak valtoztatdsdval majdnem mindeniitt egzakt
linearizalhato.

kor az ad;g Lie-zarojel

—k_1d
—ky — k_yd — 4kscd
ko + k_1d + 4kscd
k_1d + 4kscd
iy
—212:3cd

adsg =

alakia. Az adfcg és ad?cg vektormezok kifejezése ebben az esetben bonyolul-
tabb, mint az el6z6leg vizsgalt bemeneteknél, igy koordinatanként adom meg
Oket. Az eddigiekhez hasonloan ad}g; modon jelolom az egyes koordinata-
kat, ahol s € {2,3} jeloli, hanyadik Lie-zardjelet szamolom, i € {1,2,...,6}
pedig a megfelel§ koordinatat adja meg. Az adfcg vektormez6 koordinédtéai:

adfcgl = —];3_10(];3_1d + 2]2’3060 — (];?161, + l;?_ld)(lz’g + ]g_ld + 4]2’3060 — lzrll;:_lbd,

%dfcgg = —Cd(%,l —+ 2];]3(3)2 — (];72 -+ ];7,1d —+ 4];73Cd)2 — ];la(lzfz -+ ];7,1d —+ 4];]3(361) —

ferk_1bd,
ad;gg = Cd(l;?_l—f—Ql;?gC)Q—f-(];32—f—l;?_1d+4l;330d)2+]:31a(lz’g—f-]:?_ld—f-é‘:lz’ng)+];?1l;?_1bd,
adfcg4 = (];?161, —f- ];?_1d —|— 2]2’3060(];32 —|— ]g_ld —f- 4];330d) —f- Cd(l;?_l —|— 12330)(];3_1 —|—

2];730) + ];71];7,11%1,
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adfcg5 = ];]2(]%2 -+ l%,ld -+ 4%3661),
ad;g(i = —];3302(12’_1(1 + 2]2’30d) — 2]2’3€d(];32 + l:?_ld + 4];330d),
az adf’cg Lie-zarojel koordinatai pedig:

adfg) = —(ky(a+0) + k-1 (c+d))((katk-1d) (ko + k_1d +dksed) + ki k- 1bd +
k 1C(dk1 —+ ngCd)) (kla —+ k 1d> (ngCQd(k 1 —|—~2]€3€) —|: (kg —|—~4k3Cd)(]€2 -+
4k’3€d —|— k? 1d)) k’ 1k3302d2( (k’g —f- k’ 1d —f- 4Cd —|— k?g) —|— C(k?_l —|— 21{?30)),

adf’cgg = —(];1b+ 2];73C —F];] 10)((121a+l~€ 1d>(];2 —F];] 1d—|—4];3Cd) —+ ];],1Cd(];7,1 -+
2]3‘30) + klk 1bd> (kz —+ ]i] 1d + 4]€ng + kla)(cd(k -1 + 2]{730) (kg —Nl- kfld +
4]€ng)2:|-]€1&£]€2—|—]€~ 1d—|—4]€3Cd)+]€1]€ 1bd> (kgC —|—]€ )(kgC(k 1d—|—2]€3Cd) (C+
2d) + 2]{330(1([{?2 + Qkfgcd)),

adfgg (lzflb + 2];3302 + ];3_10)((12’10, + lzf_ld)(lzfg + l;:_ld + 4];330d) + ]2’_10d(l;?_1 +
2ks¢) + kik_1bd) + (ks + k_1d + dksed + kya) (cd(ky + 2k3¢)® + (ks + k_1d +
4]{]3(361) +]€10J(k2—|—k 1d+4]€3€d>+k1k 1bd)+(]{]3(324-]{],1)(kgC(k,1d+2]€3Cd)(C+
Qd) + 2k30d(k2 + 2k3Cd)),

adfg4 = (];? 1d+2%30d+%1&)(0d(% 1+2]§?30) (lzfg—f-l;? 1d+4];330d) —f-l;?la,(lgg—f—
k? 1d+4k’30d)+k31k3 1bd) (k’gC +l€ 1c—|—k;1a)(k: (k’ 1d+2k330d)+k’1k’ 1bd+
(kra+ k_1d)(ky + k_1d + dksed)) + (ke + k_1¢) (2kscd(ky + k_1d + dksed) +
kesc2(k_yd + 2ksed)),

adfg5 —];32((2];330 —|— 12_10)(];3_1d —f- 2]2’30d) —|— (1232 —|— ]2’_1d —|— 4];330d)2 —|— lzfla,(lzfg —|—
k? 1d + 4]€30d) + k’lk? 1bd),

adfg6 —]%362((];710, —+ /5,103 -+ 2];]3661)(]%2 —+ ];7,1d -+ 4]%3Cd) —+ klffflbd —+ (ff,ld -+
2]3'3661)( C + ];7,16)) — 2];736d(2];73€2d(];771 + 2];]3(3) + (];72 + 2];]3661)(]%2 + l~€,1d +
4]€36d))

Ahhoz, hogy meg tudjuk mondani, erésen elérheté-e a rendszer a valasztott
bemenettel, a g, adsg és adffg és ad:;g vektormezGkbdl képezhetd E matrix
rangjat kell megvizsgalni. MATLAB-bal kiszdmolva adodik, hogy a matrix
rangja 4, igy az [Il tétel szerint a ¢ koncentracio valtoztatasaval majdnem
mindeniitt erdsen elérheté a rendszer, igy a tétel 1. feltétele majdnem
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mindeniitt teljesiil.

Az 2. feltétel vizsgalatahoz a g, adg, adfcg és adf’cg vektormezGkbdl és az
adyyg, adffg és ad:;g vektormezGk egymassal vett Lie-zardjeleibdl képezhets
L matrix rangjat kell megvizsgalni. Mivel a métrix rangja MATLAB-bal
szamolva 4, ezért rang(E) = rang(L) majdnem mindeniitt teljesiil. Igy az
[adfg,adf[g], [adfg,adi’cg] és [ad?fg,adi’cg] Lie-zarojelek mindegyike linearisan
osszefiigg a g, adyyg, adfcg és ad?cg vektormezokkel. Mivel alfl tétel 2. feltétele
is majdnem minden pontban teljesiil, a rendszer az ¢ vegyiilet koncentracio-
janak valtoztatasaval majdnem mindeniitt egzakt linearizalhato.

T sz

Ekkor az adsg Lie-zarojel

—];,1C
—2k362 — kflC
2]2’302 —|— ];3_16
d,q — ! !
& fg k:302 —|— k:_lc
0
—k362

alaki lesz. Az el6z6 esethez hasonldan a vektormezdk bonyolultsiga miatt
most is koordinatanként irom fel az adfcg és adfcg Lie-zarojeleket. A beveze-
tett jeloléssel a adfcg vektormez6 koordinédtéai:

ad;gl = —(];3161, + ];3_1d)(2];3302 + l;?_lC) — 12_10(];3302 + 123_10) — l;’llz’_lbc,

adfcgg = —(];3161, + ];32 + ];?_1(0 + d) + 12330(4d + C))(Q];?gCQ + l;?_lC) — lzill;:_lbc,
ad;gg = (/~€1a —+ ];72 + ];]71(C + d) -+ ];73(3(4d —+ C))(2%362 —+ ];],1C) -+ ]%1]%,1[?6,
ad§g4 = (123302 + ];?_10)2 + (2]2’302 + l;:_lc)(lz;_ld + 2];330(1 + l;/’la,) + l::ll;:_lbc,
adfcg5 = —];QC(];],l + 2];736),

ad;g(j = —123302(123302 + l;:lc) — 2]2‘36d(2]2‘362 + l;:_lc),

az adfcg vektormez6 koordinatai pedig:

adfgr = —(kia + k_1d)((2ksc® + kic)(kra + ko + k1 (c + d) + k3(ded + ¢*) +

76



]~€1]~€i1bc> - (];7 b ]~€
d(ngC — ]i]l))

1C )(kla(ngcQ -+ k 1C) -+ klk ) — ]~€1l~€,1bC(C(l~€3€ - ]%1) +
(ks + k_10)2 + cd(2ksc + k_1)?),

ad?cgg = —(lzfg—f-l;? 1d—|—4l§:30d+l;31a)((212330 —f-l;? 1C)(l€?1(l+l§?2+l¥? (C+d)+z}3(40d+
92))+k’1]§_~1b0) (2]{330 +l€ 1c—|—k31b)((k:1a—|—k‘ 1d)(2k’30 —f-k) 1C)+k’ 10(1{?30 —|—
kflC) —+ ]i]lk',le) (2k3C + k_ 1C)(]€3€ (kgC + k_ 1C) —+ 2k30d(2k30 + k_ 1C>)

ad?}gg = (];724‘];7 1d+4]~€3€d—|—]~€1a)((2];736 —|—]~€ 16)(];]1614—];2—'—]2 (C+d)+];73(46d+
92))+l€1]f_1b0) (2]{330 —f—k) 1c—|—k‘1b)((k:1a—|—k‘ 1d)(2k’30 —f—UI{? 1C)+k’ 10(]{330 —|—
k:_lc) + k’lk’_le) (2]4?30 + k_ 10)(1{?30 (k’gC + k_ 10) + 2k330d(2k330 + k_ 10))

ad?cg4 = (/~€1a+/~€ 1d+2]§]3€d>((2]§73c +l~€ 1C>(l~€1a+];72+]~€ (C+d)+];73(46d+
§2)) + k1Z€7~1bC) (kgC + klb + k_ 1c)((k1a + k_ 1d)(2/€30 + k_ ) + k_ 1C(I€30 +
k:_lc) + k’lk’_le) (k?gC + l{? 10)(]{330 (k?gC + k? 10) + 2k330d(2k330 + k_ 10))

ad?cgg, = —];32((2];3302 —|— ];3_10)(12’10, —|— ];32 —f- ]g_l(c—f— d) —f- 4];33(4Cd+ 202)) —|— l::ll;:_lbc,

ad;gq: —j{gC(C—i-Qd)(lgla(%ffgCQ—'N—ffflC)—J-];]l];],lb(f)—2];73~C2d(2];73(3+];771)(]%,1(64-
d) + ko + k3(c® + 4ed)) — ksc?((ksc® + k_1c)(k_1d + 2kscd)).

Az erGsen elerhetéség vizsgalatahoz az eddigi esetekhez hasonlbéan a g, ad;g,
adfg és ad’ +g vektormezGkbdl képezhetd E métrix rangjat vizsgdlom MAT-
LAB segltsegevel Mivel a rang 4-nek adodott, az[Il tétel szerint a rendszer
az d koncentraci6 valtoztatasaval majdnem mindeniitt erésen elérhetd, igy a
6l tétel 1. feltétele majdnem mindeniitt teljesiil.

Az adyg, adfcg és adfcg vektormez6kbdl, az egymassal vett Lie-zarojeleikbdl
és a g vektormezGbdl képezhetd L matrix rangja MATLAB segitségével meg-
hatarozva 4-nek adodik. Mivel ekkor rang(E) = rang(L) majdnem minde-
niitt teljesiil, az [ad;g, ad?cg], ladfg, ad?cg] és [ad?cg, ad?cg] Lie-zarojelek mind-
egyike linearisan osszefligg a g, ad;g, adfcg és adf’cg vektormezgkkel. FEkkor
a tétel 2. feltétele is majdnem minden pontban fenndll, igy a rendszer
az d vegyiilet koncentraciojanak véaltoztatasaval majdnem mindeniitt egzakt
linearizalhato.

Lattuk, hogy az a, b, c vagy d koncentracio valtoztatasat valasztva beme-
netnek a rendszer majdnem mindeniitt egzakt linearizalhat6. Vizsgaljuk az
e, illetve f koncentraciok véaltoztatasaval vald egzakt linearizalhatosagot:
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Ha az e vagy f koncentricié valtoztatasat valasztjuk bemenetnek, az
adpg=g'f - flg=—Jg

Osszefiiggés alapjan

adsg =

O O OO oo

adodik, igy ezen bemenetek esetén az adfcg és az adf’cg Lie-zarojel is az azo-
nosan nulla vektormezével lesz egyenld. Mivel ekkor dim A, < 4, az[Il tétel
alapjan a rendszer az e vagy f koncentracio valtoztatdsaval nem erGsen elér-
hets, igy az egzakt linearzalhatosag sem teljesiil. [

9. Kovetkezmény. FEgyensilyi dllapotban az etanol-kénsav rendszer a CH;CH,OH,
a Hy,50,, a CH;CH,OSO3H és a HyO vegyiiletek koncentracidjdnak vdltozta-
tasdaval majdnem mindenditt erésen elérhetd, a CH,CH,, illetve a CH;CH,OCH,CH,4
vegytletek koncentrdciojanak vdltoztatdsdval azonban nem.

Az etanol-kénsav rendszer erGsen elérhetGsége, illetve egzakt linearizalha-
tosédga egyensilyban fiigg attol, melyik vegyiilet koncentracidjanak valtozta-
tasat valasztjuk bemenetnek.
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6. fejezet

Osszefoglalas

A dolgozatban a reakciok hémeérséklet-szabélyozassal, illetve koncentracio
valtoztatassal valo iranyithatosidgaval foglalkoztam. Megvizsgaltam, milyen
feltételeket kell biztositani ahhoz, hogy egy kémiai reakcié erGsen elérhetd,
illetve egzakt linearizalhato legyen. A vizsgalt rendszerek bemenetének a
hémérséklet, illetve a koncentracioé valtoztatasat tekintettem. Az erdsen el-
érhet6ség meghatarozasahoz a modellben szereplG egyenletek és a bemenet
altal generalt Lie-algebra dimenzidjat vizsgaltam. A Lie-algebrat kifeszitG
Lie-zarojelek egyszertibb leirdsahoz definidltam az ad,f és adyg operatoro-
kat. El6szor azt vizsgaltam meg, hogy altaldnos alakt reakciok milyen felté-
telek mellett erésen elérhetdk, illetve egzakt linearizalhatok, majd egy példan
keresztiil bemutattam, hogyan alkalmazhatok az altalanos alaka reakcioknal
hasznélt modszerek Osszetett rendszerek kezelésére. Definidltam a reakcio-
dinamikai métrix fogalméat, melynek segitségével altalanos alakta reakciok
hémeérséklet-szabalyozassal valo erésen elérhetGségére tudtam feltételt adni.
A példaban MATLAB program segitségével vizsgaltam a reakciédinamikai
matrix, illetve a megfelelg Lie-zarojelekbdl képezhetd métrix rangjat.
Elgszor a homérséklet-szabalyozassal valé erdsen elérhet&séget vizsgal-
tam. Bebizonyitottam, hogy a kétlépéses soros reakciok a hémérséklet val-
toztatasaval majdnem mindig erGsen elérheték. Ezutan altaldnos alakt soros
reakciok erGsen elérhetGségét vizsgaltam. Belattam, hogy a soros reakciok
pontosan akkor erdsen elérhet6k a hémeérséklet valtoztatasaval, ha a folya-
mathoz tartoz6 reakciddinamikai matrix teljes rangi és a kezdeti koncentra-
ciok pozitivak. Utéana azt vizsgdltam, hogy az erGsen elérhetség altaldnos
alakt parhuzamos reakciok, illetve korfolyamatok esetében mikor teljesiil.
Belattam, hogy parhuzamos reakciok esetén pontosan akkor erésen elérhetd
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a rendszer a hémérséklet valtoztatasaval, ha a reakciédinamikai matrix teljes
rangi és a kiindulasi vegyiilet koncentracioja pozitiv. Korfolyamatok eseté-
ben bebizonyitottam, hogy ezek a reakciok pontosan akkor erdsen elérheték
a hémérséklet valtoztatasaval, ha a megfelel§ reakciodinamikai matrix teljes
rangt és a kiindulasi anyagok kozott legfeljebb egy olyan van aminek kezdet-
ben nulla a koncentracidja. Ezt kdvetGen egylépéses, nem elagazd reakcio-
kat vizsgaltam. Els6 1épésben specidlisan olyan rendszerekkel foglalkoztam,
ahol két kiindulasi anyaghol a folyamat sordn két termék keletkezik, majd
altalanos alaku, egylépéses nem elagazo folyamatokat vizsgaltam. Bebizo-
nyitottam, hogy az egylépéses, nem eldgazo reakciok pontosan akkor erésen
elérhet6k a hémérséklet valtoztatasaval, ha a kiindulasi vegyiiletek koncent-
racioi pozitivak.

Masodik lépésben a mar latott reakciotipusok koncentricio valtoztatasa-
val vald egzakt linearizalhatoségat, illetve erésen elérhetéségét vizsgaltam.
Itt a rendszerben taldlhatoé minden vegyiiletre kiilon-kiilon megnéztem, hogy
szer iranyithato-e. ElGszor a soros reakciok egzakt linearizédlhatosagaval fog-
lalkoztam. Beldttam, hogy az altalanos alaku soros reakciok kizardlag akkor
egzakt linearizalhatok, ha a kiindulasi vegyiilet koncentracidjanak valtozta-
tasat valasztjuk bemenetnek. A bizonyitas kovetkezményeként adodott, hogy
soros reakciok esetében az erGsen elérhetdség is csak abban az esetben teljesiil,
huzamos reakciok erGsen elérhet&ségét vizsgaltam. Bebizonyitottam, hogy a
parhuzamos reakciok a koncentracié valtoztatasaval nem erGsen elérhetdk,
igy nem egzakt linearizalhatok. Ezt kdvetGen a korfolyamatokat és az egylé-
péses, nem elagazo6 reakciokat vizsgaltam. Belattam, hogy a korfolyamatok
mindig egzakt linearizalhatok, illetve erGsen elérhetGk. Megmutattam, hogy
az egylépéses, nem elagaz6 reakciok pontosan akkor egzakt linearizalhatok,
ha valamelyik kiindulasi anyag koncentraciojat valasztjuk bemenetnek és a
kiindulasi anyagok mindegyikének a koncentracioja pozitiv. A bizonyitasbol
adodott, hogy ezek a reakciok pontosan ekkor erdsen elérhetdk.

Végiil Gsszetett reakciok irdnyithatosaganak vizsgalataval foglalkoztam.
Mivel az ipari reakciok nagy része nem valamely specialis reakciotipushoz
tartozik, ilyenkor a lejatszodo folyamat tobb reakciotipusbol tevédik Gssze.
Az Osszetett reakciok kezelését egy példan keresztiil, a bevezetésben emlitett
etanol-kénsav rendszeren mutattam be. Mivel a reakciok méshogy viselked-
hetnek egyensilyban, mint kiindul4dskor, megvizsgéltam a reakci6 iranyitha-
tosadgat kiindulasi dllapotban, illetve egyensiilyi rendszer esetén is. Belattam,
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hogy az etanol-kénsav rendszer kiindulési allapotban sem a hémérséklet, sem
a koncentricio valtoztatasaval nem erGsen elérhetd, az egyensilyi rendszer
azonban a bemeneteket megfelelGen megvélasztva erGsen elérhetd, illetve a
koncentracié valtoztatasaval majdnem mindeniitt egzakt linearizalhato.
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